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PRÉFACE 


On peut dire qu’en gros, le rôle primordial de Cauchy dans l'établissement d'une 
théorie rigoureuse des (quations différentielles et des équations aux dérivées par¬ 
tielles est universellement reconnu; mais dans le détail il subsiste i cet égard bien 
des incertitudes et des flottements dans les exposés historiques qui en ont été 
donnés jusqu'à ce jour. La mise au point très Touillée qu’en apporte aujourd’hui 
M. Ch. Gilain est donc particulièrement bienvenue; l'impression générale qui s’en 
dégage est que le principal responsable des perplexités des historiens est finalement 
Cauchy lui-mcmc. 

Par diverses allusions glanées dans ses écrits et le témoignage de plusieurs 
contemporains, on savait que la première méthode imaginée par Cauchy pour 
prouver l'existence et l’unicité locales de l’intégrale d'une équation différentielle 
y' -■ f(x, y), prenant une valeur donnée y, en un point donné x, (la méthode dite 
« de Cauchy-Lipschilz ») devait être antérieure à 1830; mais on n'en connaissait 
jusqu'ici d'exposé détaillé que celui figurant dans les Leçons de l'abbé Moigno 
(1844). rédigées « d'après les méthodes de M. Cauchy ». On savait aussi (par un 
résumé publié par Cauchy en 183$) que cette méthode avait dû être exposée dans 
les Leyons de seconde année pour l'École royale polytechnique, mais on croyait géné¬ 
ralement (malgré les affirmations contraires de Moigno et de Cauchy lui-même) 
que as Leçons n'avaient jamais été imprimées, et que le manuscrit seul (qui n'a pas 
été retrouvé) avait servi de base au travail de Moigno. M. Gilain a mis en doute le 











[ équations différentielles ordinaires 

:ul des coefficients de sa « série de Taylor » (sans, bien entendu, aucune démons- 
lion de convergence), par le soin qu’il apporte à préciser le domaine d’existence 











PREFACE 
by Jean Dieudonné 


Broadly speaking, the primordial rôle of Cauchy in founding a rigorous theory 
or ordinary and partial differential équations is univcrsally rccognised ; neverthe- 
less, in mattcrs of deuil there remain several hésitations and uncertainties in the 

historical accounts hithcrto available. It is thcrcfore particularly welcome that 

Mr. Ch. Gilain has focused his attention on these questions. The general impres¬ 
sion thaï émerges is that the main cause of the historiens’ perplexities is ultimately 
Cauchy himsclf. 

From various allusions gleaned from his writings, and from the evidence of 
several contemporaries. it was known that the first method that Cauchy devised 
for proving the local existence and uniqueness of the intégral of a differential 
équation y' = f[x, y) which takes a given value y, at a given point x 0 (the so-callcd 
“ Cauchy-Lipschilz method ”) must hâve been discovered prior to 1830; but until 
now the only dctailed source for this method has been the Leçons of the abbé 
Moigno (1844), •• following the methods of Mr. Cauchy ". It was also known 
(from a risumi publishcd by Cauchy in 1835) that this method must hâve featured 
in the Leçons de seconde année pour l'École royale polytechnique, but it was 
generally believed (in spite of assertions to the contraiy by Moigno and Cauchy 
himsclf) that these lectures were never printed, and that only the manuseript 
(which has not been found) had served as the basis for Moigno’s work. Mr. Gilain 
was skeptical of this belief; and it was well for him that he was, for it led him to 
the discovery, in the library of the Institut, of the printed pages of the first thirteen 
of these lectures, which he is now able to présent to the attention of historiens of 
mathcmatics. 

The importance of this publication is beyond question. First of ail, it shows 
that Cauchy had invcnlcd the method by 1820 or 1821 at latcst; this follows from 
a detailed examination of the programs of courses preserved at the École poly¬ 
technique, and from the remarks made on this subjcct by the Conseil d’instruction 
of the École. It also bccomes elear that Cauchy's ideas far surpassed in origi- 
nality thosc of his contemporaries; and it is piquant to note the réservations 
expressed in this respect by the other members of this Conseil, who were plainly 
somewhat appréhensive of the efTect of these ncw-fangled ideas on the pupils! 
By his refusai to be satisfied by the vague arguments currcnt at that time on the 

détermination of a solution by calculating the coefficients of its Taylor sériés 
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Cauchy indique : « J'en offre ici la première partie connue sous le nom d'analyse 
algébrique », mais il ne dit pas ce que devaient être les autres parties. 

Pour éclaircir ce point, nous avons pensé A nous reporter aux programmes 
officiels des cours de l'École polytechnique <’>. Ceux-ci montrent que dans cette 
période le contenu et l'organisation du cours d'analyse ont quelque peu varié. 
Jusqu'à l'année scolaire 1821-22 comprise, le cours d'analyse de première année 
était divisé en trois parties : « Analyse algébrique ». « Calcul différentiel et inté¬ 
gral », « Application du calcul différentiel et intégral à la géométrie ». Cependant, 
à partir de I année 1820-21, la part de l’analyse algébrique dans le programme 
diminue, son contenu étant en partie refondu dans le « Calcul différentiel et inté¬ 
gral » et le reste n'étant plus enseigné. En 1822-23, le nom même disparait pour 
laisser place à un paragraphe consacré à des « Préliminaires » qui, lui-même, est 
suppnm à partir de I année 1825-26. Le Cours d'analyse de seconde année corn- 
prend lui essentiellement la suite du calcul intégral (étude des équations différen- 
danS iVi’ „ rtlr dc lan née 1*21-22, les applications géométriques corrcspon- 
brio ns UnC com P araison entre le contenu des trois ouvrages (Analyse algé- 
" u èons) reproduits dans les Œuvres et le programme officiel du 
Dublicai 3 " 3 ^^ nous con<iul, 4 deux conclusions : ces ouvrages correspondent à la 
polvtech» n dC * t0 ' allti d “ Cours d 'analysc deCauchy de première année à l'École 
autre choJ* UC ' J? an ' cu '' cr * a su ' tc dt l 'Analyse algébrique de 1821 n’est pas 
applicatif qu / * s éSWni dc 1823 consacr< au «aïeul différentiel et intégral I« 
manqued ® 4om<tn< l ucs fi 8 uranl dans les Leçons de 1826 et 1828; par contre, il 

Comm. i“ a 5 com P ,im la totalité du cours dc seconde année de Cauchy, 
l'exposé de, ,C pro * rammc ' «’«** >« «ours de seconde année qui comprenait 
wX écn' 3 ,h< ° nc dtS 6< l ua,ion5 différentielles ordinaires. On le savait d’ailleurs 
lence nar.. ° U <v0< l u a'l sa première méthode de démonstration d exis- 

jusqu'àn 1 P * dans lc mém0lrc de Prague de 1835 : « La première et peut-ilre 
conque d-Z"" " Snle mi,hod< qui r ' n 'Pl"*e ce double but. pour un système quel- 
de MconàT > "°Z di & irm ' el,ts n,e Pu'uh être celle que j'ai publiée dans les Leçons 
eonduit d, .""Y P ° Ur 1,ÉC0|C royale Polytechnique. » <*»■ Une telle déclaration 
puisque r p U 4 “ P 05 *' la «t^'on dc l’existence dc ce cours sous forme écrite 
euhère donne'“* P “ blica,ion d '“ ">*thode et que la typographie parti- 
allant d»JT 1 référence à scs Leçons la forme d’un litre. Une autre indication 
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fut un grand pas dans la science, a été imprimée <“>, mais les feu 
noient n'ont pas été livrées au public: elle est par conséquent très 
De telles déclarations étaient i prendre au sérieux, mais c'est 
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Cauchy des principales bibliothèques. Cette recherche devait aboutir à 



|uèes précédemment <*•>. 
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Comment un tel document, imprimé et situé dans une bibliothèque connue | 
son fonds Cauchy, a-t-il pu échapper aux investigations notamment des édit 
des Œuvres complites? Pour le comprendre, il faut se rappeler que le plan 
d’ensemble des Œuvres a été mis au ooint k nanir A* la ___ 
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lières leçons. Or, 

















La question précédente se 
Cauchy n’a-t-il pas, è défaut 
tration d'existence qui figuraii 

duction du mémoire de Pragu 
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e l'exposé de Cauchy avait été publié incomplètement par Moigno, d'au- 
Faisaient remarquer que, comme le suggérait le sous-titre du tome 2 '*»>, 
était aussi inspiré d'autres travaux que ceux de Cauchy. C'est d'ail- 


urs qui constitue d'ailleurs le seul exposé systé- 
théorie des équations différentielles, et qui est 
de ses ouvrages dits classiques qui renouvelèrent 
: l'analyse mathématique. Le renouvellement ne 
théorie des équations différentielles ordinaires. 












i ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DE CAUCHY 


:rèes à la théorie des équations différentielles ordi- 
leçon abordant l’étude des systèmes d’équations 

ettcment, on le verra, des exposés existant alors 
incipal, véritable synthèse des connaissances de 
roix Cela est d'autant plus remarquable que, 
lent, la direction de l'École polytechnique deman- 
ipect du programme. Or. ce programme apparaît 
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Les leçons I à 5 constituent une première partie du cours où Cauchy, suivant 
d'assez près le libellé du programme, expose essentiellement des résultats connus 
concernant les principales méthodes dites d'intégration « exacte », méthodes à 
l'aide desquelles on parvient « dans certains cas », dit-il (p. 2], à intégrer une 
équation difTércnticlle du premier ordre. 

Dans la 1" leçon, il passe ainsi en revue successivement l'intégration « immédiate » 
dans le cas où le premier membre est une différentielle exacte, applicable notam¬ 
ment dans le cas d'une équation à variables séparées; l'intégration par le moyen 
d’un facteur intégrant qui transforme le premier membre en une différentielle 
exacte; l'intégration par l’utilisation d'un changement de variables transformant 
l'équation donnée en une équation que l'on sait intégrer. Il définit [p. 4j les trois 

concepts classiques d'intégrale générale, d'intégrale particulière et d intégrale 

singulière en unifiant la terminologie <». puis utilise les diverses méthodes précé¬ 
dentes pour intégrer deux types simples, figurant au programme, d'équations 
différentielles du premier ordre ; l'équation linéaire et l'équation homogène. Ces 
deux équations sont intégrées par changement de variables 141 dans la 2' leçon, 
puis à l’aide d'un facteur intégrant dans la 4* leçon où l'étude de cette dernière 
méthode est approfondie. Cauchy montre en particulier que si une équation dif¬ 
férentielle admet un facteur intégrant elle en admet une infinité dont il détermine 
la forme générale [pp. 21-22) 

Dans la 3* leçon, Cauchy aborde le cas des équations différentielles résolues 
par rapport i y mais pas nécessairement par rapport à / : y = g(x. y‘). Le prin¬ 
cipe consiste ici à généraliser la méthode du changement de variables en prenant y' 
comme variable à la place de y, et à opérer par différentiation de l'équation ini- 
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F(jc, y, C) = 0 et — = 0, donne bien les intégrales singulières de l'équatio 
Clairaut. Si Cauchy semble croire [p. 28] qu’une telle élimination donne touj 
des intégrales de l'équation différentielle <»>, il insiste cependant sur les lir 
de celle méthode en remarquant [pp. 28 et 301 Qu'elle oeut conduira i 
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— (x, y) sont « finies et continues par rapport aux variables x, y » ,,,, 1 dans le voi¬ 
sinage des valeurs particulières x = x„ y = >■„ alors que dans la 7* leçon les mêmes 
fonctions sont supposées continues et bornées pour x 0 $x$X et y quelconque. 
sf 

L'hypothèse que la dérivée partielle — (x, y) est finie, continue et bornée sur celte 
bande < n > est introduite par Cauchy dans le deuxième théorème de la V leçon, 
pour pouvoir appliquer le théorème des accroissements finis i la majoration 
des différences finies du type/fx„ y„ -j- p,) —/fx„. j 0 ) où p„ est l’accroissement 
de j 0 (p. 44], Cela conduit à une majoration de l’accroissement de la valeur finale Y 
donnée par l'algorithme pour un accroissement de la valeur initiale .i 0 - Celte majo¬ 
ration joue un rôle fondamental dans la démonstration d'existence car elle permet 
à Cauchy d'évaluer l'influence sur la valeur Y du passage d'une subdivision de 

l’intervalle (x„, X) à une subdivision plus fine. 

Il établit alors que si o et «' sont deux subdivisions quelconques dont les élé¬ 
ments <”» sont infiniments petits, en valeur absolue, la différence Y — Y' des 
valeurs correspondantes est aussi infiniment petite (U> , et il conclut que, lorsque 
les éléments de la subdivision décroissent indéfiniment <*•*, Y converge vers une 
limite indépendante du mode de subdivision choisi [J* théorème] <* T >. Enfin, il 
montre que la fonction^ qui î chaque x de l'intervalle (x* X) fait correspondre 
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XXVII 


la limite de Y ainsi construite est bien une solution du problème de Cauchy 
[4* théorème] «•>. 

Le théorème général d'existence |8* leçon, p. 55] est établi sous les hypothèses : 
A*• y) ‘I —(x, y) continues pour x compris entre x, et x, + a et y compris entre 
>• — Ao et y, A a. A étant un majorant de/(x. y), en valeur absolue, pour x et y 
variant dans ces intervalles; la solution du problème de Cauchy existe alors sur l’in¬ 
tervalle (x 0 , x„ + a). Cauchy note en effet que l’on peut appliquer les résultats 

de la V leçon puisque les valeurs y,.y. _ „ Y déterminées par les relations 

yi-yi-. = /lx, . y, . ,) (x, - x, _ ,) 
sont toutes comprises entre y, — A a et y, -h An. Le théorème de Cauchy est 
ainsi un théorème d’existence d’une solution dans un « rectangle de sécurité » 
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apport de Cauchy, il n’en reste pas là. Il aborde sérieusement aussi la question de 
l’existence globale de la solution avec, dans la suite de la 8* leçon, l'étude du pro¬ 
longement de la solution [pp. 62 sqq.]. Soit (x„ x„ + fl) l'intervalle donné par le 



lion intégrale. Les trois premiers théorèmes qui figurent dans le document (qui 
s'interrompt au cours de la démonstration du 3* théorème) montrent en effet que 
Cauchy calque sa démonstration sur celle qu'il a effectuée pour une seule équation 
à la 7* leçon. Les hypothèses sont ici que les fonctions /{x, y, z, ...), etc., situées 
a/ 3/ 

aux seconds membres des équations et leurs dérivées partielles — , - , etc., sont, 
pour jt 0 3 x < X, continues par rapport aux variables x, y, z, ... et bornées 
On peut raisonnablement penser qu'il exposait dans la suite un quatrième théorème 
affirmant l'existence dans l’intervalle (x„ X) d'une solution du problème de 























scs leçons jusqu'à la neuvième incluse, les choses sont quelque peu différentes. 
Ainsi dans l'énoncé du 4* théorème de la 7* leçon, Cauchy parle à la fois de la 
limilc^(X) vers laquelle converge Y et du fait que y = f(x) est une fonction de x 
qui aura la double propriété requise pour être solution du problème de Cauchy. 

C'est la 10' leçon qui marque une clarification à cet égard. Cauchy y affirme 
explicitement [p. 81] l'unicité locale de la solution sous les hypothèses où il en a 
montré l'existence; il en donne de plus une démonstration <ni . Le caractère local 
du résultat d'unicité de Cauchy ressort clairement de l’hypothèse qu'il indique au 
»/ 

début de la leçon :f(x, y) et — (x, >>) sont finies et continues au voisinage des valeurs 

Mais ce caractère local est encore souligné par lui lorsqu'il affirme la non- 
unicité globale de la solution : « On peut, au reste, mtme dans rhypolhèse admise. 
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concevoir diverses fondions de x qui, étant également propres à remplir les conditions 
énoncées, coïncident dans le voisinage de la valeur particulière x x 0 , et divergent 
pour certaines valeurs de x sensiblement différentes de x 0 . » [p. 82]. La distinction 
ainsi affirmée entre l'unicité locale et la non-unicité globale peut permettre d'expli¬ 
quer la formulation du 4' théorème évoquée précédemment. 

En réalité, la conception de Cauchy sur ce point est fort imprécise comme 
le montre l'exemple qu'il développe (pp. 82-83]. Se limitant à considérer le problème 
de Cauchy au point x = 0. y = 0, il ne souligne pas l'absence d'unicité locale de 
ce problème au point x = — I, y - — I qui permet précisément la construction 
des deux solutions globales distinctes. De plus, la non-unicité globale n'est obtenue 
dans cet exemple qu'au prix de l'introduction d'une conception élargie de ce qu'est 
une solution : la seconde solution y = ^[x — I -r- \ (x -f I )’) est continue mais 
non dérivable pour x = — I. Cauchy considère d’ailleurs ensuite des solutions 
qui sont dérivables par morceaux et qui peuvent éventuellement être discontinues 
en un nombre lini de points. Si une telle conception élargie du concept de solution 
rend évidente la non-unicité globale même s'il y a unicité locale au voisinage du 
point correspondant aux valeurs initiales, on peut penser par contre qu'elle fait 
obstacle à une étude précise du lien entre unicité globale et unicité locale en chaque 
point du domaine d'existence < w> . 

En fait, comme l'indique le titre, le but de Cauchy dans la 10' leçon est surtout 
de passer en revue toutes les sortes d’intégrales particulières ou singulières qui 
satisfont à une équation différentielle. Cette leçon ne peut être séparée de la 11* où 
il donne un critère pour caractériser les intégrales singulières. Une intégrale singu¬ 
lière était définie alors comme une intégrale de l’équation différentielle qui n’était 
pas particulière, c’est-à-dire qui ne pouvait s’obtenir en donnant une valeur fixe 
à la constante arbitraire que contient l’intégrale générale. La détermination des 
intégrales singulières à partir de l’intégrale générale, comme dans la 5* leçon de 
Cauchy, ou directement à partir de l’équation différentielle, était à l’époque un 
problème qui retenait beaucoup l’attention des mathématiciens <41> . 

Moyennant la réalisation de conditions de régularité, le théorème d’existence 
établi par Cauchy lui a permis d’obtenir des intégrales particulières de l'équation 
différentielle. Sa démarche va donc consister à chercher les autres intégrales, notam¬ 
ment les intégrales singulières, parmi les fonctions pour lesquelles les conditions 
de régularité ne sont pas satisfaites. Recherchant les fonctions y de x telles que les 
hypothèses du théorème d'existence — f{x, y) et — (x, y) « finies et continues » — 













« irrégulière » peur être singulière ou particulière. 

C’est en fait cette nouvelle classification qui sera retenue plus lard, les intégrales 
« irrégulières » étant alors appelées intégrales singulières. L’intérêt pour l’ancienne 
notion d’intégrale singulière (intégrale non particulière) correspondait à l'intérêt 
porté à la recherche de I expression de l'intégrale générale contenant une constante 
arbitraire. La place centrale donnée par la suite aux théorèmes d'existence et 
d'unicité d'une solution du problème de Cauchy devait plutôt conduire à s'inté¬ 
resser aux points où les conditions de régularité d'un tel théorème ne sont pas 
satisfaites — les points singuliers —, et aux intégrales dont tous les points corres¬ 
pondants sont singuliers — les intégrales singulières au sens nouveau (intégrales 
« irrégulières »). 

Il nous semble que le cours de Cauchy ici publié représente un stade intermé¬ 
diaire entre les deux conceptions. Sur la base de son théorème d'existence, il 
introduit en fan les notions d'intégrale « régulière » et d'intégrale « irrégulière »; 
mais il ne s'intéresse pas à la notion de point singulier en tant que tel «**', c'est 
l'étude des intégrales qui le préoccupe <UI . 

La recherche des intégrales « irrégulières .» conduit à des fonctions parmi 
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Ce critère le conduit, par rapport aux conditions de non-régularité, à restreindre 
la condition nécessaire pour qu’une intégrale soit une intégrale singulière i 

3 J r Xi y ) = ? ou oo [p. 100]. Cependant, celle condition n'cst pas suffisante comme 
Dy ’ 0 

le montrent les exemples de la 10* leçon <47> . 

U cours de Cauchy se caractérise donc par des nouveautés importantes quant i 
son contenu. Mais il faut dire aussi un mot de la forme de l’exposé. Le souci de 
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XXXIII 



différentielle du premier ordre appartient à une infinité de courbes, (...) on peut 
remarquer d'ailleurs que le choix de l'une quelconque de ces lignes dépend d'une seule 
quantité arbitraire. » Ainsi donc pour Moigno cette construction géométrique 
prouve d'emblée, sans aucune hypothèse sur le second membre de l'équation diffé- 
dy 

rcntiellc — - fix, y), que l'intégrale générale existe et qu'elle dépend d'une cons¬ 


tante arbitraire <“ • **>. On peut trouver de tels raisonnements notamment chez 
Lacroix '*’> et chez Ampère «“> mais pas dans le cours de Cauchy. 

Dans la présentation de Moigno, les articulations essentielles de l'exposé de 
Cauchy ne sont souvent pas mises en valeur ; elles perdent même parfois leur signi¬ 
fication. Ainsi le contenu de la 6* leçon de Cauchy, dont on a dit l'importance 
comme transition vers sa nouvelle problématique (voir rupro p. xxtll), figure-t-il avec 
le contenu de la 5* leçon portant sur les intégrales singulières, dans la 25' leçon de 
Moigno: leçon classée dans son introduction (p. xxxtv) avec celles concernant 
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ntinuc/, Cauchy associe <*> à une subdivision de l’j n 



(ration de convergence du procédé qui permet de montrer sous des hypothèses 
générales l’existence de l’objel en question el de fonder ainsi véritablement la 
théorie. 

Une telle unité entre les deux théories n’est pas étonnante : la première partie 
du calcul intégral correspond à l’intégration de l’expression différentielle 
dy = /{x) dx qui est un cas particulier de l’équation différentielle générale 
dy = f[x, y) dx. Cauchy définit ainsi *•' l’intégrale indéfinie/,/!*) dx comme la 


« valeur générale » de l'équation dy = fi.x) dx; la fonction F(*) -J \/W 
(dite intégrale prise à partir de l'origine x = * 0 ) obtenue en faisant varier I une 
des bornes dans l'intégrale définie apparaissant comme une « valeur particulière » 
de l’éauation différentielle (celle oui s’annule pour X = *o) 










théorème des accroissements finis établi dans le cours de calcul différen- 

il y a plus. S’il était reconnu bien avant Cauchy que beaucoup d'équations 
nielles n’étaient pas susceptibles d’une intégration exacte, l’utilisation 
nique du développement en série de Taylor, même si elle ne résolvait pas 
s problèmes, rendait en tout cas non problématique l’existence de l’inté- 
*’• e csl précisément un tel usage systématique et formel des séries que 
: Cauchy dans la fameuse introduction de 1821 i la première partie de son 
l’analyse Le même souci de rigueur s’exprime dans l'avertissement de 
t cours de calcul infinitésimal : « j’ai cru devoir rejeter, dit Cauchy, les 
-ements des fonctions en stries infinies, toutes les fois que les stries obtenues 
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permis de substituer indistinctement les séries aux fonctions, et pour (ire assuré de ne 
commettre aucune erreur, on doit borner celte substitution au cas où les fondions, 
étant développables en séries convergentes, sont équivalentes aux sommes de ces 
séries. » Il ajoute : « Après les considérations que nous venons d'exposer, on ne sera 


pas surpris de trouver en défaut dans certains cas des propositions générales établies 
par le moyen des séries » cl il donne un exemple en théorie des équations difléren- 

























donné un court résumé, Cauchy présente sa seconde méthode qui, indiquera-t-il 
i la fin du mémoire, transforme « en une théorie complètement rigoureuse l'intégra¬ 
tion par séries <Tun système quelconque d'équations différentielles » <*>. 

La démonstration d'esistence se fait ici en trois temps. Cauchy montre d’abord 
que l'on obtient les intégrales générales d'un système d'équations différentielles 
ordinaires en égalant à des constantes arbitraires «•» certaines intégrales parti- 
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culièrcs d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre, linéaire et sans 
second membre que l'on peut associer au système 141 . Puis il construit ces intégrales 
particulières sous la forme de séries dont il montre <•> qu’elles vérifient l'équation 
aux dérivées partielles si elles sont convergentes. Cauchy indique alors ce qui va 
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Dans le mémoire de Prague, Cauchy établit les inégalités indiquées au 2“ « 1,) en 
un point x quelconque, soit : 

_ mod/*"'(jr) $ al r~* A fix + Jf) 

avec X rc* ~ ' ; /étant supposée continue dans le disque de centre x et de rayon r 
et A Jlx + Y) désignant le maximum de mod/fr + T) sur le bord de ce disque. Ce 
sont ces majorations qui constituent la clé de la démonstration de convergence des 
séries représentant les intégrales des équations différentielles. En effet, pour le cas 
d'une seule équation dx = F(x. r) dt par exemple, ces inégalités permettent de 
majorer en module les dérivées de F(x, r) par rapport i x qui s'introduisent dans 
les termes de la série <“• donnant l'intégrale, et de majorer ainsi en module son 
terme général par une expression du type «|r — t|*)\ terme général d'une série 
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•antages qu’offre la méthode ci-dessus rappelée se retrouvent avec d’autres encore 
ms celle que je vais maintenant exposer. » <“> Celte phrase exprime bien que pour 



ne fera que rappeler l'existence de la première méthode ou lui fera jouer un râle 
d'auxiliaire, dans quelques notes aux Comptes rendus de l'Académie des sciences 
consacrées 1 l'intégration des équations différentielles dans le cadre théorique 
de la seconde méthode. 


Pourquoi une telle situation? Essayons d'apporter quelques éléments qui peuvent 
contribuer i l'expliquer. 

Considérons l'une des notes, celle du 26 octobre 1840 »•>, que nous venons 























pour conforter le résultat obtenu par la seconde méthode survient en 1840, i 
l'époque où Cauchy ajoute à l'hypothèse de continuité de la fonction celle de sa 
dérivée pour que le développement d’une fonction en série convergente soit 
possible <*". Moyennant une confusion entre domaine réel et domaine complexe, 
les hypothèses sur les seconds membres peuvent alors sembler analogues <**>. 
Cela illustre le manque de clarté alors chez Cauchy sur les rapports entre fonction 
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une nouvelle forme du théorème d'existence pour les systèmes d'équations diffé¬ 
rentielles ordinaires ,MI puis le 11 juillet in > par un autre où il est appliqué 1 la 
démonstration d'un théorème d'existence pour les équations aux dérivées partielles. 

Un autre exemple nous est fourni par un mémoire daté du 23 février 1852 <“1 
qui se situe dans la période où Cauchy a commencé à préciser les concepts de base 
de la théorie des fonctions de variable complexe. Les hypothèses de régularité 
assurant l'existence locale des intégrales d'un système d'équations différentielles 
sont alors précisées : toutes les fonctions données sont des fonctions de variables 
complexes monodromes ,,u , monogènes l ** 1 cl finies -c'est-à-dire holomorphes—, 
les intégrales sont aussi monodromes. monogènes et finies dans un disque de rayon 
inférieur à la distance au premier point singulier. 

Ces progrès dans la compréhension des fondements de la théorie des fonctions 
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méthodes de calcul numérique approché, en soulignant qu'elle a l’avantage de 
montrer l'existence d'une fonction satisfaisant i l'équation différentielle. Mais 
son exposé est bref (trois pages) et sc situe dans le cas où est vérifiée l 'hypothèse 

supplémentaire : 'A*. >') continue dans le rectangle de sécurité [voir Cauchy. 

9* leçon). . . ;fT i n 

La diffusion du contenu du cours de Cauchy sur les équations i 
reposé essentiellement sur le traité de Moigno (tome II 1844). Mais h nij.- 
lisation de l'étude des équations différentielles dans le d ^“' ne 
l'époque dans la recherche et l'enseignement, que le premier théorème d existence 
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Cauchy semble n'avoir pas été connu de celui qui allait l'améliorer : le mathé- 
ticicn allemand R. Lipschitz "*>. 
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à la Sorbonne les deux années précédentes, comprend un chapitre consacré 
« Théorèmes généraux sur les équations différentielles ». Picard y expose t 



trations correspondant à des théorèmes distincts; il en précise les hypothèses res¬ 
pectives cl les domaines d cxistence des solutions locales <*». Est ainsi en place le 
cadre théorique rigoureux <«*> qui servira de base notamment à l'exposé de Painlevé 
dans 1 Encyclopédie des sciences malhémniiai,r< .... axe... j__ 












LA MÉTHODE DES APPROXIMATIONS SUCCESSIVES 


L'évocation des trois théorèmes exposés par Picard renvoie à un problème 
classique lié aux leçons de l'École polytechnique : Cauchy y a-t-il exposé une autre 
démonstration d'existence correspondant à la méthode dite des approximations 
successives? 

Painlevé, dans son article de VEncyclopédie des sciences mathématiques, indique 
que cette autre méthode « a été depuis longtemps employée par les astronomes. 
J. Liouville "> en a démontré la convergence dans un cas particulier, mais A.L. Cauchy 
semble avoir donné auparavant dans son enseignement une démonstration générale de 
celte convergence. Cette démonstration est exposée par F.N.M. Moigno <*> qui, pour 
plus de simplicité, l'applique à l'équation linéaire du second ordre^ = Xfxjy.» <*> 

A la suite de Painlevé et sur la base de la démonstration de Moigno, beaucoup 
d'auteurs ont énoncé l'idée de la présence chez Cauchy de la méthode des appro¬ 
ximations successives pour démontrer l'existence de la solution, méthode, dit 
Painlevé, « retrouvée dans toute sa généralité par Picard ». Cependant, les déclara¬ 
tions de Cauchy paraissent très nettes en ce qui concerne le nombre de méthodes de 
démonstration d'existence qu'il a données. Dans un mémoire présenté à l'Acadé¬ 
mie le 27 juin 1842 ,4> , il indique : « A la vérité, l'existence des intégrales générales 
des équations différentielles, qui renferment une seule variable indépendante, se 
trouve maintenant établie par deux méthodes diverses que j'ai données, la première 
dans mes leçons à l'École polytechnique, la seconde dans un mémoire lithographié de 
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1835. » Il ne signale donc pas la présence dans son cours d'une autre méthode que 
celle que l'on connaît 

Qu'en est-il alors de la méthode qui sc trouve chez Moigno? L'équation diffé¬ 
rentielle considérée est transformée en une relation intégrale équivalente à laquelle 
est effectivement appliqué un procédé itératif <•». Mais il ne nous semble pas 
possible de parler à cet éga 
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lui 


intégrale équivalente, à laquelle il applique une méthode de substitutions suc< 
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Suite du CALCUL INFINITÉSIMAL. 


PREMIÈRE LEÇON. 

Intégration des Équations différentielles du premier ordre. 


On nomme équations différentielles, celles qui établissent des relations 
entre une variable indépendante x, des fonctions y, j ... de cette va¬ 
riable, et les différentielles de ces fonctions ou leurs dérivées des divers 
ordres. L’ordre de la plus haute dérivée qui se trouve comprise dans 
une équation différentielle, sert à fixer ce qu’on appelle Yordre de cette 
même équation. Cela posé, une équation différentielle du premier ordre 
entre la variable .v et les fonctions y, z ... renfermera seulement avec 
x, y, i... les dérivées du premier ordre y. z ... Si les fonctions y, j... 
sc réduisent à une seules, l’équation différentielle du premier ordre ne 
contiendra plus que les trois quantités 

*• y « y' = -7T- 

Intégrer des équations différentielles, c’est trouver les fonctions quelles 
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déterminent, ou du moins des équations nouvelles qui ne renferment 
que la variable et les fonctions dont il s'agit. Ces équations nouvelles 
se nomment intégrales ou équations primitives. L’intégrale d’une équation 
différentielle entre x.y et , ne peut contenir que les deux quantités 
variables jr et y. 

Lorsqu’une équation différentielle du premier ordre est résolue par 
rapport à la fonction dérivée y = ~~, elle fournit pour cette dérivée 
une ou plusieurs valeurs de la forme 
(0 

Si l'on suppose d’ailleurs f[*,y) — -g-» [P. Q désignant des fonc¬ 

tions nouvelles de x et de y], l’équation (t), multipliée par Q, deviendra 



(a) Pdx -+- Qdy r= o. 

Nous allons maintenant faire connaître les principales méthodes i l'aide 
desquelles on parvient, dans certains cas, à intégrer l’équation (2). 

Intégration immédiate. Lorsque les fonctions P et Q vérifient la con¬ 
dition 



le premier membre de l'équation (a) est la différentielle exacte d’une 

fonction u des deux variables x et y. Alors cette équation peut être 

présentée sous la forme 

W) du = o; 

et, pour y satisfaire, il faut évidemment supposer 

(j) « = e. 

G désignant une constante arbitraire. 

Exemples, xdy-y-ydx étant la différentielle exacte du produit xy, 
il en résulte que l’équation 
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(6) xdy-t-ydx = o 

a pour intégrale 

(7) V = ou ,= f. 

dy—/(x)dx étant la différentielle exacte de l'expression y—f t */(*) dx 
Jans laquelle », désigne une valeur particulière rie x, il en résulte que 
l’équation 

(8) J y — f[x)dx = o ou dy—f(x)dx 
a pour intégrale 

(9) y- f‘j(x)dx = e ou y=f t ’j{x)dx+e= Jf(x)dx. 

9 (x)dx -i- %(y) dy étant la différentielle exacte de l'expression 
f u 0Mdx X(y)^y> t * ans laquelle x,,y. désignent des valeurs 

particulières de * et il en résulte que l'équation 
(■o) t{x)dx+ X (y)dy = o 

a pour intégrale 

(,,) f t ‘<p(x)dx+f i ' X (y)dy = e. 

L'équation (8) a été déjà traitée dans le premier volume [page 103]. 
Lcquation (10) est celle dans laquelle on dit que les variables sont 
séparées. 

Intégration par h moyen d'un facteur. Lorsque, pour convertir le pre¬ 
mier membre de l'équation (2) en une différentielle exacte, il suffit de 
le multiplier par un facteur connu y, ou, en d’autres termes, lorsqu’on 
a identiquement 

(,a) v(Pdx + Qdy)=zdu. 

l'équation (2) peut être présentée sous la forme 

(13) •±-da=o; 
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et l'on y satisfait, soit en prenant 

( 14) Ju = o, (ij) u — e, 

soit en prenant 

('<) -f =o. 

La formule (t j), qui renferme une constante arbitraire C, est l'intégrale 
génitale de l'équation (2). A chaque valeur particulière de la constante C 
correspond une intégrale particulière. Telles sont, par exemple, les inté¬ 
grales « = o, U — 1, &c... Enfin les valeurs de y en x , qui vérifient 
l'équation ( 1 <S), sans pouvoir se Jéduire de l’équation (1 5), prennent le 
nom d'intégrales singulières. 

Exemples. Comme il suffit de multiplier par-l’expression xdy—ydx, 

pour la transformer en une différentielle exacte, dans laquelle les variable! 
soient séparées, il en résulte qu’à l’équation 

(17) xdy—ydx — o ou x y J -^-|=o, 

on peut substituer les deux suivantes : 

(iS) -j-T"=°> (' 9 ) xy=o. 

On satisfait à l'équation (18) en posant 
(20) l(y) — l(x) — const. ou y = Gx; 

et à l’équation (19), en posant y = 0. Cette dernière valeur dey, se dé¬ 
duisant de l'équation (20), lorsqu’on y réduit A zéro la constante arbi¬ 
traire C, n’est qu’une intégrale particulière. 

Si, au lieu de l'équation (18), on considère la suivante, 

(2.) x Kly-y i dx = o. 

le facteur propre A rendre cette équation intégrable, en séparant les 
variables, sera —;—r ; en sorte que les équations (1 ■jjet (1 6) deviendront 
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respectivement 

(11) tj T=o. (23) x‘y‘=o. 

y ■ *' 

Or, on satisfera à la formule (22) en posant 

(i4) i[ÿ — x~) = consl. ou y = {x.‘ -+- <?)*, 

et à la formule (23), en posant 

(* 5 ) y °* 

Cette dernière valeur de y , ne pouvant se déduire comme cas particulier 
Je l'équation (24) , est une intégrale singulière. 

Considérons encore l'équation différentielle 

(16) Ay — y/(y)Jx = O. 

Le facteur propre à rendre cette équation intégrable, en opérant la sé¬ 
paration des variables, sera ~JT(JJ' En conséquence, l’équation (29) 
se décomposera en deux autres, savoir : 

(* 7 ) -JW) - Jx — °’ (* 8 ) = 

La première de celles-ci fournit l'intégrale générale 
l(!y) ■=. x constante, 

qu'on peut aussi présenter sous la forme 

(1?) / OO = <?*'• 

Quant à l’équation (28), on en tire 

(30) y = o. et y = 1. 

Comme, pour déduire ces dernières valeurs de y de l'équation (29). il 
stiilit de poser successivement C =.—00 et (?=o, il est clair qu'elles 
sont des intégrales particulières de l'équation (26). 
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Considérons enfin l'équation différentielle 

(3 ■) e.Mx.OW* ■+- W 4 r = °- 

Le facteur propre à rendre cette équation intégrable, en opérant la sé¬ 
paration des variables, sera 

«.(«) -x.(/) * 

En conséquence, les formules (14) et (16) deviendront 

0 =) 

La première de celles-ci fournira l'intégrale générale 

m /.:Wr j ^x:ÿjr j '= e - 

x,, y. désignant des valeurs particulières des variables x et /. Quant 
à la formule (33), on la vérifiera, en attribuant à y l'une des valeurs 
suivantes 

( 35 ) r=y. ■ y=y*> y=y>> &«•••• 

[y* > /; > y>< désignant les diverses racines de l'équaiim ■£,(/) =so]. 
Parmi ces valeurs de y, celles qui ne pourront se déduire de l'équation 
(34) seront des intégrales singulières. 

Intégration par substitution. Cette méthode d’intégration consiste à 
remplacer la variable / par une nouvelle variable j, tellement choisie, 
que l’on obtienne entre x et z une équation différentielle qui puisse 
facilement s'intégrer par une autre méthode. 

Exemple. Pour rendre intégrable l’équation différentielle 

(3*) *y-*-/(■ t) Jx = o, 

il suffira de poser 


( 37 ) 




« y = * z- 
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En effet, connue on aura, dans celle hypothèse, dy = xdj -f- idx , 
la substitution Je j à * réduira l’équation (j 6) À 

(38) xd Z "»-[z-H/(î)]^Jr = o. 

Or, cette dernière se décompose en deux autres, savoir, 

(») 77fe-- H -T L =°' «o) *[i-H/U)] = o; 

et par conséquent on la vérifie, soit en supposant 

«■> f.’ïÿm+n*)=e. 

[c représentant une valeur particulière de la variable 3], soit en attri¬ 
buant A 3 l'une des valeurs 


M») Z = Z. . Z=Z,. Z=Z,i 

[ 2 ,> Z.. Z,. &c. désignant les diverses racines de l’équation Z-*-/(z)=o]. 
Si l’on remet au lieu de 3 dans les formules (4 1 ) et (42), elles de¬ 
viendront respectivement 


( 43 ) 

et 






/(*) = c. 


( 44 ) y = z,*' y — z**. y = z,*’ &«■••• 

L’équation [4}), dans laquelle on peut supposer, pour plus de com¬ 
modité, c— o , est l'intégrale générale de l’équation (3 6). Quant aux 
valeurs de y données par les formules (44) > «Iles seront ou des intégrales 
particulières, ou des intégrales singulière*. 
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SECONDE LEÇON. 

Intégrales de /‘Equation linéaire et de l'Equation homogène du 
premier ordre. 

L'équation différentielle linéaire du premier ordre, entre la variable 
indépendante x et l'inconnue y, est celle qui a pour premier membre 
une fonction linéaire des deux quantités variables y et y La 

forme la plus générale de cette équation est la suivante , 

(i) y <P(x) -» -yx( x ) -*- + (*) = <>. 

(a) •MV, + [,j t W + +M]* = o. 

Pour la déduire de l'équation 

(}) P J x -h Qdy = o 

traitée dans la dernière leçon, il suffit de prendre Q = 9 ( * ). 
P—yyq\x) -+-^(.v). De plus, si, après avoir fait passer le terme 
4,(.v)d.v dans le second membre de l'cquation (i) , et divisé les deux 
membres par 9 [x ), on pose, pour abréger, 

T}3-=-/w- 

cette équation deviendra 

( 4 ) dy+yF(x)Jx=/(x)dx. 

Pour intégrer celte dernière, considérons d'abord le cas où la fonc¬ 
tion f[x) s’évanouit. Dans ce cas, l'équation (4), réduite à 
éy -hy F(x)dx = o , 


(j! 
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se Jéconiposera en Jeux autres, savoir: 

( 6 ) -J" -+- F(x)Jx = o-, (7) y — o. 

Par conséquent, elle aura pour intégrale générale l’équation finie 
x = constante, 

(8) y = e*-fu F ( x)JX , 

Je laquelle on déduit la formule (7); en prenant G— 0. Si, au lieu de 
C = o, on prenait C= 1 , on obtiendrait l’intégrale particulière 

(,) ,=,-i;w. 

Ajoutons que, si l’on désigne par y, cette intégrale particulière de l’é¬ 
quation (5), l'intégrale générale se présentera sous la forme 
(10) y z= Gy,. 

Revenons maintenant à l’équation ( 4 ). Si la fonction f(x) cesse d’étre 
nulle, on ne pourra plus satisfaire A cette équation en prenant y= Gy,. 
Mais rien n’empfchera de supposer 

ci ,= lr . = l ,-u^. 

1 étant une nouvelle inconnue. Or, si l’on substitue la valeur précédente 
Je y Jans le premier membre de l’équation ( 4 ). le coefficient de 2, 

'y. -+- /. 

sera identiquement nul, puisque y, désigne une intégrale particulière 
de l’équation (5); et l'on trouvera simplement 
y.J Z =f(x)Jx. 
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io 

On en conclura 

, 2= ÆL,„. != e + /:>. 

et par suite 

(<*) y=y-[ e ~ h f..' I jr dx ]' 

ou, ce qui revient au même, 

«ri m*]. 

Telle est l’intégrale générale de l'équation ( 4 ). On peut y remplacer les 
intégrales définies par des intégrales indéfinies, et se dispenser par ce 
moyen d'écrire la constante arbitraire. On trouve alors 

04 ) y = ' /(*)'*• 

Exemples. Les équations différentielles 
(15) dy — yd x = e‘dx, (1 6) dy-+- ydx~t‘ dx, 

ont respectivement pour intégrales générales 
(17) y = [x-t-e)e‘. (.8) 

Léquation différentielle homogène du premier ordre est celle dans 
laquelle se change l'équation ( 3), lorsque les fonctions des variables 
x et y, représentées par P et Q, sont homogènes et du même degré; 
en sorte qu’on ait 

Dans cette hypothèse. l'équation (3) devient 
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cl il suffit de la diviser par le produit x* % pour la ramener à 
la formule 

d ?+/(i-) d * = 0 > 

que nous avons déjà intégrée à l’aide delà substitution y~xi- On peut, 
au reste, appliquer directement cette substitution à l’équation (tp), qui 
se décompose alors en deux autres, savoir: 

( 20 ) ~~ -+- =0- (*0 *'■" [^fe)H-ZX(î)]=°- 

De ces deux dernières , l’une s’intégre immédiatement, et fournit l’in¬ 
tégrale générale 

OU 

1*3) 'M-e/Z -*■ 

c désignant une valeur particulière de j, que l’on peut, pour plus de 
simplicité, réduire à zéro. Quant à l’équation (21), on en déduit des 
intégrales particulières ou des intégrales singulières de la forme 
1 * 4 ) Z = « ou y = ax, 

d étant une racine de l’équation 
(* 5 ) 9U) -+- ZXiz) = °- 

Exemple. Supposons que P et Q se réduisent à des fonctions homo¬ 
gènes du premier degré, en sorte qu’on ait 

P = A x -+- By, Q = Cx +■ Dy. 

L’équation (3) se présentera sous la forme 

(26) {Ax-+-By)dx-+-(Cx~*-Dy)eiy=zo. 
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Si l’on y fait = .v J, elle deviendra 

(27) x\[A + {B + x(C -*-Di)Ji\=°. 

et se partagera en deux autres, savoir : 

(■*) 

Soient maintenant 

"= ^ [— C-t-y/ÇB^Cr^ïÂD} . 
l> = iû [— B — C — i/(B-+-C)'—4Al>] . 
les deux racines de l'équation 
( 31 ) A-h (B-hC)z~i~Dz‘— o ; 

et concevons que, la fraction étant décomposée «n 

fractions simples, on trouve 

, % C-t-Di _ m , !_ 

13 *) A-*-{U + C)z-t-Df — i — a z — t 

Les quantités /x et * seront déterminées par les formules 

( 33 ) *-*-»=', = — 5 -. 

dont la seconde peut être remplacée par l’une des suivantes, 

( 34 ) »- = VM-iA» ’ »' = 

et l’équation (28) sera réduite à 



Celle-ci a pour intégrale générale 

(36) /(*)-+- nl(z—ti)-+-vl(z—l>)=coivt. ou x{z-*-aY{z—l)' — C. 
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En remettant pour g sa valeur —, puis ayant egard à la première des 
équations (33), on obtiendra l'intégrale générale de l'équation (28) sous 
la forme très-simple 

( 37 ) (y — axY(y — b X )’z=e. 

Déplus, on tirera de la formule (29) z=a, z=b, ou, ce qui revient 
au même, 

(3 fi ) y — ax, y — bx. 

Ces deux valeurs de y seront évidemment des intégrales particulières, 
à moins que l’une des constantes ft ., », ne s'évanouisse. Dans ce dernier 
cas, la seconde des formules (34) donnerait BC—AD^o, et l’on 
en conclurait 



A désignant une nouvelle constante. Par suite, l’équation (26) deviendrait 
Mo) (Cx + Dy) (dy-h\dx) = o, 

et se décomposerait en deux autres , savoir : 

(40 dy \dx — o , (4a) Cx-\-Dy=zo. 

On trouverait alors pour l'intégrale générale 
( 43 ) y-*- A* = C; 

et la valeur 



serait une intégrale singulière, à moins que l’on 11’eût identiquement 



En terminant cette leçon , nous ferons remarquer que si, dans lc- 
quation (3), on prend pour P et Q deux fonctions linéaires quelconques 
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des variables x, y, telles que Ax -f- By-i-E et Cx-+• Dy-t-F, on 

obtiendra l'équation différentielle 

(4 5 ) [Ax-^-By-t- E)dx -+-(CxDyF) dy =: o, 

qui peut être ramenée par une double substitution à la forme sous la¬ 
quelle se présente l'équation (i<î). En effet, si l’on pose 

* « y = t-+-0. 

j. t désignant deux variables nouvelles, et <t, 0 deux constantes déter¬ 
minées par les équations 

(46) A a —f- B /3 F o, Ca. —f- D0 F o , 

la formule (44) deviendra 

( 47 ) (Ai-+-Bt)ds + (Cs-*-Dt)dt = o. 

Or, il est toujours possible de satisfaire aux équations {46) par des 
valeurs finies des constantes a., 0, à moins que les quantités A, B, 
C, D 11e remplissent la condition exprimée par la formule (jp). Dans ce 
cas particulier, Icquation ( 4 5) se réduirait à 

(48) {Cx-i- Dy)(dx-i-\dy)-i-EJx-hFdy = o, 

et il suffirait de prendre 

Cx ■+■ Dy — z 

pour obtenir la transformée 

(4p) (D — A C. j-t- DE — CF ) dx-+-(A2 -t -F)d% — © , 

dans laquelle on peut séparer les variables, en divisant le premier membre 

par le polynôme (D —A C)z-+-DE —CF. 
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TROISIÈME LEÇON. 

Sur les Équations différentielles du premier ordre, que l'on intègre en 
substituant à la Fonction inconnue y la dérivée de cette mime 
Fonction. 


Lorsqu'une équation différentielle du premier ordre est résolue par 
rapport à y, et se présente sous la forme 


(') ? = 

alors, pour substituer à la fonction inconnue y sa dérivée y , il suffit 
de différencier cette même équation. En opérant ainsi, et posant, pour 
abréger, 


on trouvera 


y = k *./ w* x (*•/) j y ■ 


(3) [*(*.y)-y]dx + X (x,y')d/=o. 

Cela posé, si, par une méthode quelconque, l’on parvient à découvrir 
l'intégrale générale et les intégrales singulières de l'équation (3), il ne 
restera plus qu’à éliminer y entre ces intégrales et l’équation (1) pour 
obtenir l’intégrale générale de celle-ci et ses intégrales singulières. 

Parmi les différentes formes que l’on peut attribuer à la fonction 
/ (*,/ ). >1 importe de distinguer celles qui rendent l’équation (3) linéaire 
ou homogène. Or, pour que l'équation (3) devienne linéaire relativement 
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à l’inconnue y ei à sa différentielle dy, il sera d'abord necessaire que le 
coefficient Je dy . savoir, jç(.v,/) p se r <- : duise à une fonction F[x) de 
la seule variable a. En d’autres termes, il faudra que l’on ait 

«) y±P-=zF( x) . 

Si l’on intègre par rapport à y les deux membres de cette dernière 
formule, en effectuant l’intégration à partir dey=o, et désignant par 
f(\) la valeur de f(x.y ') correspondante à une valeur nulle de y, on 
trouvera 

f[x,/)-/[x) = /F{x). 

ei par suite 

(5) /(r,/)=/(,) + yf(4 

Lorsqu’on adopte la valeur générale de f{x,y) fournie par l’équation 
(5), on réduit effectivement la formule (3) à une équation différentielle 
linéaire. Mais on doit observer que dans cette hypothèse l’équation (t), 
se trouvant ramenée à la suivante 

y =/(x)-h/F(x). 

devient elle-même linéaire, et que par conséquent la substitution de la 
variable y à la variable y est inutile. 

Si l’on voulait que l’équation (3), au lieu d’étre linéaire par rapport 
à y et à dy, fût linéaire par rapport à x et k dx, il faudrait d’abord 
supposer <p(x,y) réduite à une fonction F (y) de la seule variable y- 
O11 obtiendrait ainsi la formule 

(0 ^p- = F(y), 

puis, en intégrant ses deux membres par rapport à x, A partir de x=o, 
et désignant par /(/) la valeur de f(x,y) qui correspond à une valeur 
nulle de v, on trouverait 
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/(*./)-/(/)=***■(/). 

( 7 ) /(*./) = /(/)+* /=•(/). 

Lorsqu’on adopte la valeur générale de f(x,ÿ) donnée par la formule 

(7) , l'équation (3) devient effectivement linéaire par rapport i x et à 
dx. Cette même équation, qui peut alors s'écrire comme il suit, 

(8) [F(y)—/]dx -+- xF\y)dy' -hf(y)d/ = o, 
a pour intégrale générale 

rr-(s)V rr i,w 

(?) * = * J \c-ffV)J-nn=r -y|, 

les intégratio.is relatives à y étant effectuées à partir de telle limite que 
l’on voudra. Dans la même hypothèse, l’équation (1) deviendra 
(•O) y = /(/) -t- xF(y') ; 

et, pour obtenir son intégrale générale, il suffira d’éliminer / entre les 
formules (9) et (10). 

Dans le cas particulier où l’on prend F{y) —y , les équations (to) 
et (8) se réduisent A 

00 y = *y ■+■ F{S ). 

(ta) o = [x + F(y)]dy'. 

Pour obtenir la seconde, c'est-à-dire, l'équation (ta), il suffît toujours 
de différencier la première par rapport A x. De plus, il est clair que 
l'équation (ta) se décompose en deux autres, savoir: 

(■ 3 ) = 04 ) x + F'(/) = o. 

En intégrant l'équation (1 3), on en conclut 
(■5) y=C; 

puis, en portant cette valeur de y dans la formule (11), on trouve 
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pour l'intcgrale generale de la même formule 

(. 6 ) y = e* -+- f(C). 

Quant aux valeurs de y que fournira l'équation (t 4), elles représente¬ 
ront des intégrales singulières de l'équation (ta); et, si l'on élimine/' 
entre les formules (tt) et (t4)> on obtiendra les intégrales singulières 
correspondantes de la formule (il). 

Exemple. L’équation 

yz=xy — /* 
a pour intégrale générale 

y = ex — C‘, 

et pour intégrale singulière 



Revenons maintenant à l'équation (3). Pour quelle soit homogène, 
il est nécessaire et il suffit que les deux fonctions 

K*./)—/» *(*•/) 

soient homogènes et du même degré. Si l’on désigne ce degré par k, 
(.v,/) devra être de la forme En d’autres termes, on aura 

en 

Si l’on intègre par rapport i y les deux membres de cette dernière équa¬ 
tion, et si l'on désigne toujours par /(*) la valeur de /{*>/) cortes- 
pondante à une valeur nulle de y , on trouvera 

(.8) /(*./) = /(*) -I- ***•//F(±)- 

puis l’on en conclura, en différenciant par rapport k x, 
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et par suite 

Cela pose, pour que la différence Q(x,y) — y soit encore une fonc¬ 
tion homogène du degré k, il faudra que. dans le second membre de 
l'équation (19), le coefficient de x l dépende seulement du rapport — > 
et, puisque l'intégrale 

f/wü-in f)]^ 

satisfait à cette condition . il faudra que le terme 


y satisfasse également. Or. pour que ce terme devienne fonction de la 
seule quantité —, il est nécessaire et il suffit que l’on ait à-la fois 

*=« « /'(*) = "• 

ou , ce qui revient au même , 

(*o) k= t et /(«) = irr ' + C. 

c et C désignant deux quantités constantes, qui peuvent être nulles. 
Donc, pou rque l'équation (3) devienne homogène, il est nécessaire 
que la valeur de donnée par la formule (17), se réduise à 

(X.) /(x-,y)z=ji.c+/ y /'(f)if[x‘ + c. 

c'est-à-dire, que l'expression f(x,y) soit équivalente ou à une fonction 
homogène du second degré, ou à une semblable fonction augmentée 
d'une quantité constante. Réciproquement, si l'expression /(*,/) est 
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«Ic'ier mi née comme on vient de le dire, l'équation (3) sera homogène, 
ci, après l'avoir intégrée, on en déduira immédiatement l'intégrale ou 
les intégrales de l'équation (1). 

Exemple. Prenons pour f[x.y) la fonction homogène du second degré 

t (*•-»-/*)• 

L’équation (1) deviendra 
M , = 

En différenciant celle-ci, on obtiendra l'équation homogène 
y dx = -j- (xdx -+• y dy) , ou 

(23) (* — *y')dx -i-ydy' = 0; 

puis, en intégrant celte dernière, on trouvera 

(M) (x-/)e 7 =7 = C. 

Par suite, l'intégrale générale de l’équation (21) sera 

les deux radicaux devant être affectés du même signe., et C désignant 
la constante arbitraire. 




COURS d’analyse. 


QUATRIÈME LEÇON. 

Sur Us divers Facteurs à l'aide desquels on peut rendre intégrable une 
Equation différentielle du premier ordre. 


Concevons que le facteur v soit propre à rendre intégrable l’équation 
différentielle 

(<) Pdx Qdy =zo; 

de sorte qu’on ait identiquement 

(*) v(Pdx + Qdy) = du. 

u désignant une fonction des deux variables x, y. Pour qu’un second 
facteur V , différent du premier, jouisse de la mime propriété, il sera 
nécessaire, et il suffira, que le produit 

(3) V(Pdx+Qdy) = ^-du, 

soit encore une différentielle exacte dU, c’est-à-dire, que l'on ait iden¬ 
tiquement 

( 4 ) du = dU. 

Or, cette condition sera évidemment remplie, si l'on suppose 

(5) -J- = <P( U ) 0“ Y=r<P(v), 

puisque alors on vérifiera l'équation (4) réduite à la suivante 

(6) <p(u)dw=dU, 

e n prenant 

(7) U = f<P(«)du. 
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Réciproquement , on peut affirmer que si le nouveau facteur V rend 
intégrable l'équation (i) , il sera de la forme vÇ(u). En effet, comme, 
en substituant la variable u à la variable y . on transformera toute fonc¬ 
tion des variables x, y en une fonction des variables x et «, il est clair 
que si l'équation (4) est satisfaite, on pourra y considérer — et U 
comme des fonctions de v et de u. Mais alors cette équation deviendra 


ei se partagera en deux autres, savoir: 



Or, on vérifie la seconde des formules (9) en posant U=\(u) ; après 
quoi l'on tire de la première V= v \'(«). Donc, &c... 

Pour appliquer ces principes à un exemple particulier, considérons 
lïquation différentielle 
(10) Jy -t-yF[x)Jx = o. 

Ainsi que nous l'avons déjà remarqué, on peut rendre celte équation 
intégrable à l'aide du facteur 


qui renferme la seule variable y. On trouve alors 
M « = /(;) + /f(rVr = /[;r/W'], 


En conséquence , les divers facteurs propres à rendre l’équation (10) 
intégrable seront de la forme 


(,3) -*(*) = 7 *[/(>) -*-fF[x)dx]. 

Il est essentiel d'observer que parmi ces facteurs il en existe un qui 
renferme la seule variable .v, savoir, celui qu'on obtient 'en posant 
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P ( u) = t m = y efF'rfds , 

et qui se réduit à 

( l4) t/FM'. 


Celle observation fournit un nouveau moyen d’intégrer l'équation li¬ 
néaire du premier ordre 


(* 5 ) Jy-*-yF(x)dx=f( x )dx. 

En effet, si l’on multiplie ses deux membres par le facteur qu’on vient 
d’obtenir, ils deviendront en même temps des différentielles exactes; 
et, en intégrant ces différentielles, on trouvera 


yefFW‘=ff( x ) e fF\')d.j x> 
(té) y = t-fFwd. // (x ) e rm+ dx. 


Lorsque l’équation (t) est homogène, le plus remarquable des fac¬ 
teurs qui la rendent intégrable est équivalent è l’unité divisée par le 
premier membre de la formule (21) [i.™ leçon], ou , ce qui revient 
au même, i 



Or, on peut établir directement l’existence de ce facteur, en prouvant 
que, dans le cas où P et Q sont des fonctions homogènes du même degré, 
l’expression 


(. 8 ) 


P d * -¥■ Qdy 
1/ 


est une différentielle exacte. Pour y parvenir, faisons 


(tp) Px Qy — r. 

On en conclura 

J«d.+£\ 
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D'autre part, si l'on désigne par k le degré de chacune des fonctions 
homogènes P et Q, on aura, en s 
mogènes, 


u du théorème des fonctions ho- 


(*») 

et par s 

U») 


*<2 = 


JQ 




à y 


/■ ( Pdx -+- Qdy) = x —dx -hy — dx 
■+**£'*-*-* 

Si maintenant on ajoute, membre à membre , les équations (20) et (22), 
011 trouvera 

(t+i)(w»+e/r)=ar+(4J—^)(«*— fJn) 

="-■■( 4 l-ww 

puis, en divisant par k -+- i et par w — P x -t- Qy , on obtiendra la 
formule 


(*J) 


i* + QJ/ _ 
'< + (!/ “ 


. M<? <> p \ 

\j, iy) j(2_\ 

Or, le terme «t la différentielle exacte de ■ • De plus, 

les deux fonctions x‘ - ~ 7 j~) et 1 ) (f >x Qy) t!lant * 10 ' 

mogènes et du degré k -t- i, leur rapport 
. MQ JP \ 

\ ày i* ) 

(A-*-, )(/’«+«/) 

se réduit à une fonction homogène du degré zéro, c'est-à-dire, à une 
fonction de > et par conséquent le produit de ce rapport par d ^-J 
est la différentielle d’une autre fonction de — • Donc le second membre 
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Je l'Jquation (23) est lui-même une différentielle exacte, et, comme 
cette équation est identique, 011 doit en dire autant du premier membre 
ou de l’expression (18). 

On arriverait aux mêmes conclusions en cherchant la condition 
d'intégrabilité de l'expression (18). En effet, cette condition donne la 
formule 



qui, étant développée, se réduit à 



Or, cette derrière est une suite nécessaire des équations (xi). 

De ce qu’on vient de dire, il résulte que l’équation (1), supposée 
homogène, peut être décomposée en deux autres, dont l’une, savoir, 


(*s) 

Pd*+ Qdy 

r* + dy ~ 

«• » •<(*)=.. 

est im 

médiatement in 

tégrable, et conduit à l’intégrale générale , tandis 

que l’t 

tutre, savoir. 


(26) 


Px-t-Qy = o. 


fournit ou des intégrales particulières ou des intégrales singulières. Cet 
résultats s’accordent avec ceux que nous avons obtenus dans la i. c leçon. 

Lorsque l'équation (1) ne se réduit pas i une équation linéaire ou 
homogène, il est ordinairement très-difficile de découvrir un facteur 
propre à la rendre intégrable. Toutefois, pour établir l'existence d’un 
semblable facteur, il suffit d'admettre qu'il existe pour l’équation (1) 
une intégrale générale de la forme 
( 2 7 ) , = /(*,<?). 

G désignant une constante arbitraire. En effet, admettons cette inté- 
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z6 

grale. On en tirera 
(28) C=u, 

u représentant une fonction des seules quantités x,y; puis, en différen¬ 
ciant l'équation (28). on trouvera 

Concevons maintenant qu’on élimine dy entre les équations (1) et (29); 
on obtiendra la suivante , 

(30) ( à* ) _ ( 4y ) 

p G 

Or celle-ci, ne renfermant pas la constante arbitraire C, et devant 
subsister, pour toutes les valeurs de cette constante , en même temps 
que la formule (27), ne pourra être qu’une équation identique, et non 
pas une équation qui détermine y en fonction de x. Donc, si l'on pose 



on aura identiquement 



4r=". 4r=’«- 

(,,) i.= £-*=. {FJ. + QJ,). 

Donc il existera un facteur v qui, multiplié parle premier membre de 
l’équation (1), transformera ce premier membre en une différentielle 
exacte du; ce qu’il fallait démontrer. 

Quant à l'existence de l'intégrale générale représentée par la formule 
(27), elle se trouvera établie par les méthodes que nous exposerons dans 
la leçon 7 et les suivantes. 
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2 7 


CINQUIEME LEÇON. 

Recherche d'une Equation différentielle dont l'Intégrale generale eu 
connue. Méthode par laquelle on peut déduitt certaines Intégrales 
singulières de l'Intégrale générale. 


Soit F(x.y. C) une fonction des variables x, y et de le constante 
arbitraire C. Si I on veut obtenir une équation différentielle qui ait pour 
intégrale générale l’équation finie 
(" F(x.y.C) = o. 

il suffira de différencier cette dernière, après l'avoir résolue par rapport 
à C. Concevons, en effet, que l’on tire de l’équation (t) 

M e = u, 

« désignant une fonction des seules quantités x, y. En différenciant l’é¬ 
quation (i), on trouvera la suivante. 



qui ne contiendra plus de constante arbitraire, et sera vérifiée par les 
diverses valeurs de y tirées de la formule (i). Il résulte même des prin¬ 
cipes établis dans la 4 e leçon , que le premier membre de toute équa¬ 
tion différentielle i laquelle appartiendra l’intégrale générale donnée , 
se réduira, si on le multiplie par un facteur convenable, au premier 
membre de l'équation (3). 

Concevons maintenant que l'on différencie l’équation ( 1 ), sans la 
résoudre par rapport à la constante arbitraire. Alors, en désignant par 
*(x.y.e), X(x + [x.y.C). 

les dérivées de la fonction F(x,y,6) relatives aux trois quantités x, 
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y. G, on trouvera 

( 4 ) *(x.y, G)dx +X (x.y. G) J y = o ; 

et, pour obtenir l'équation différentielle à laquelle appartient l'intégrale 
générale donnée, il faudra éliminer la constante G entre les formules 
( i ) et ( J). Observons d’ailleurs que cette équation différentielle ne 
changera pas, si, au lieu de considérer la quantité G comme une cons¬ 
tante arbitraire, on suppose quelle devienne fonction des variables x, 
y. sans cesser de vérifier l'équation ( 4 ). Or, quand on différencie l’é¬ 
quation (t), en y faisant varier G, on obtient la formule 

(5) *(x.y.C)J X - t -X{x,y.C)dy+1r(x.y,G)je= o ; 

et cette dernière se réduit à l'équation (4). non-seulement lorsque la 
différentielle dG est nulle, c’est-à-dire, lorsque la quantité G demeure 
constante, mais encore lorsque cette quantité satisfait à l'équation finie 

(6) ir (x,y,C) — o, ou JF( ’/ e - C) - = °. 

Donc, si l’on élimine Centre les formules (t) et (6), l’équation résul¬ 
tante de l'élimination fournira des valeurs dey en r, propres à vérifier 
l'équation différentielle qui a pour intégrale générale la formule (t). Du 
reste , ces valeurs de y pourront être ou des intégrales particulières ou des 
intégrales singulières, ainsi qu’on le verra par les exemples suivans. 
Exemples. Supposons que l’équation (i) se réduise à 

(7) J = (* "*~ D’¬ 
Dans cette hypothèse, les équations (4) et (6) deviendront 

(8) dy=i(x-hC)dx 

(9) o = x-h G. 

Si l'on élimine G entre ces dernières et l'équation (7), on obtiendra les 
deux suivantes : 

(77)* = ° u dy = ±iy' i dx. 


(.0) 



(■>) 
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y — o- 

Or, il est aise Je 

s'assurer que l’équation (10) a pour intégrale générale 

la formule (7). et 

pour intégrale singulière l'équation (t). 

Considérons ei 

acore l’équation finie 

(1») 

y = C( x -^ey. 

En la différenciar 

it, 1." par rapport à x et À y, a.* par rapport i G, 

on trouvera 

(' 3 ) 

Jy = iC(x-*-e)Jx 

(« 4 ) 

(x-t-G) (r+jC) = 0. 

Or, l'élimination 

de G entre les formules (ta) et (1 3) produit l'équation 

différentielle 

(m) ( 


qui a pour intégn 

ale générale la formule (ta). Quant à l’équation ( 1 4 )> 

on en déduit deux valeurs variables de la quantité G, savoir: 

h 

II 

-x, (, 7 ) <?=-y- 

La première de ce 

s deux valeurs, substituée dans l’équation (ta), fournit 

l’intégrale particu 

lière 

(.8) 

y = 0 , 

qui correspond au 

issi à une valeur nulle de la quantité G regardée comme 

constante. De plu 

is, on tire de l’équation (17) réunie à l’équation (12) 

(• 9 ) 

y = — ^x’. 

et l'on reconnaît 

immédiatement que cette dernière valeur de y est une 

intégrale singulièi 

re. 

Considérons e 

nfin l’équation 

(*>) 

y — Gx F(G). 

En la différenciai 

lit, i.* par rapport à x et à y, a.* par rapport i G, 
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on trouvera 

(*0 *, = Cdx ou / = <?. 

(n) x-hF'(C) = o. 

Or, l'élimination Je G entre les formules (20) et (21) produit l'équa¬ 
tion différentielle 

(23) y — xy F(y), 

que nous avons déjà traitée dans la troisième leçon, et qui a pour 
intégrale générale la formule (20). Quant aux valeurs de y fournies par 
l'élimination de G entre les formules (20) et (21), elles sont évidem¬ 
ment des intégrales singulières. En effet, la dérivée y de l’une quel¬ 
conque de ces valeurs, étant déterminée par le système des équations 
(il) et (22), ou, ce qui revient au même, par l’équation unique 

1 * 4 ) x + rv) = o. 

sera nécessairement une quantité variable, ou fonction de x; tandis 
que la dérivée de chaque intégrale particulière sera , en vertu de la 
formule (21), une quantité constante. 

Au lieu d'éliminer G entre les formules (20) et (22), on pourrait 
éliminer y entre les formules (23) et (24). On se trouverait ainsi 
ramené à la règle par laquelle nous avons déterminé, dans la troisième 
leçon, les intégrales singulières de l’équation (23). 

On a vu par le second exemple que les valeurs de y , correspondantes 
à des valeurs variables de la quantité G , et déterminées à l’aide du sys¬ 
tème des deux équations (i)et (6), pouvaient être quelquefois des intégrales 
particulières de l'équation différentielle produite par l'élimination de G 
entre les formules (1) et ( 4 ). On peut ajouter qu’en cherchant ces valeurs 
de y. on n’obtiendra pas toujours toutes les intégrales singulières de 
l’équation différentielle dont il s'agit, et qu’on n’en obtiendra même au¬ 
cune, si l'équation (1) a été d'abord résolue par rapport à G, et réduite 
à la formule (2). 
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Détermination de la Constante arbitraire /fut renferme l'Intégrale géné¬ 
rale d’une Equation différentielle du premier ordre entre les variables 
x et y, dans le cas ou ion connaît Lt valeur particulière de y qui 
répond à une valeur donnée de x. 


Concevons que par l’une des méthodes précédemment exposées on 
ait intégré une équation différentielle de la forme 
(') Pdx+ Qdy = o, 

et soit 

M F(x,y,e) = o 

l’intégrale générale de cette équation différentielle. La valeur que cette 
intégrale fournit pour .y, renfermant avec la variable x une constante 
arbitraire C, il en résulte que l’inconnue y ne peut pas être complète¬ 
ment déterminée en fonction de x par la seule condition de vérifier l’é¬ 
quation (3). La constante C, de laquelle on peut disposer à volonté, 
donne le moyen d'assujettir l’inconnue y à une seconde condition , par 
exemple, à prendre une certaine valeur particulièrepour une valeur 
donnée x, de Invariable x. En effet, cette seconde condition sera rem¬ 
plie , si l'on détermine la constance C par l'équation 
(3) F (x., y,, C) — o. 

Si maintenant on élimine C entre les formules (1) et (3), l’équation 
résultante ne renfermera plus que les variables x, y, avec leurs valeurs 
particulières x,, y ., et donnera pourj> une fonction de x propre à rem¬ 
plir à-la-fois les deux conditions ci-dessus énoncées. 
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Lorsque l'équation (2) se présente sous la forme 

( 4 ) " = G. 

u étant une fonction Jes variables x, y, l'équation (3) devient 

( 5 ) «• = G. 

11. désignant la valeur particulière que prend la fonction u quand on y 
suppose .v = .y„, y=y.; et l’élimination de la constante C produit 
la formule 

( 6 ) • = *. . 

qui se trouve effectivement vérifiée par la supposition dont il s’agit. 
Au reste, pour obtenir directement la formule (6), il suffit d'observer 
que si l'intégrale générale u = C appartient i l'équation ( 1 ), cette équa¬ 
tion, multipliée par un facteur convenable, deviendra 

(7) = o- 

En considérant dans cette dernière y comme une fonction de x , puis 
intégrant les deux membres de manière qu'ils s’évanouissent pour la 
valeur x. de x, et pour la valeur .y. dey, on trouvera 
u — u. = o , et par suite a — u,. 

Exemples. En effectuant les intégrations à partir de xz=.x, et de 
;=y,, on reconnaîtra que l'équation 

( 8 ) <p[x)Jx-+-x(?)‘ l J r = 0 

a pour intégrale 

(. 9 ) f t ’<P(x)Jx+f/ X {y)ely = o. 

En opérant de la même manière sur les deux membres de l’équation 

(10) Jy -hyF(x)dx =/{x)Jx 

..... . , 

inultiplice par le facteur f * 


en tirera 
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et par suite 


M 


F [,)<!* r r . e f’F[M)dM - 


Si l'équation (10) se réduisait à 
M dy-t-yF(x)Jx = o. 

on trouverait simplement 


(.3) y=y.* J * 

Considérons encore l’équation différentielle 
(. 4 ) y = xy +/•(/). 

Son intégrale générale se déduira, comme on l’a vu, de la formule 
(15) J y = o. 


Or, si l’on désigne par/, la valeur de y qui répond à la valeur 
de x, on tirera de l’équation (i4)> en intégrant les deux membres 
partir de x = x,, 

(•^) y —/. = 0, 

ou . ce qui revient au même , 

(■ 7 ) Jy = y'.dx. 

En opérant de la même manière sur la formule (17), on trouvera 


(«*) y-y.=y\[x-x.). 

Cela posé, l’équation (td) donnera 
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et, en substituant la valeur Je y dans l'équation (t 4 ). on aura défi- 

nitivement 

(..) 2 r5ÿ L = f(~)• 

Pour transformer les diverses intégrales que nous venons d'obtenir 
en intégrales générales , il suffit de concevoir que, l'une des quanti¬ 
tés a, , y., étant réduite à un nombre fixe, à zéro, par exemple, ou A 
l'unité, l'autre se change en une constante arbitraire. Ajoutons que l'on 
simplifie ordinairement ces intégrales en supposant .v„ = o. Ainsi, en 
adoptant cette hypothèse, on réduira l'équation (20) à la suivante, 

<■') A = 

Telle est la formule qui remplace l’intégrale générale de l'équation (14), 
quand on assujettit l'inconnue y à prendre la valeur particulière y, 
pour une valeur nulle de x. 

Tout ce qui a été dit ci-dessus, relativement aux intégrales générales 
des équations différentielles, 11e saurait s'appliquer à leurs intégrales 
singulières, attendu que celles-ci ne renferment point de constantes 
arbitraires dont on puisse disposer de manière à remplir des conditions 
nouvelles. 

Faisons maintenant = — f(x, y). L'équation (1), Jivisée par 
Q, donnera 

(12) J y = f(x.y)Ai. 

Soit d’ailleurs 

(*3) * = **) 

une valeur de l’inconnue y qui remplisse la double condition de véri¬ 
fier l’équation (22), et de se réduire à y„ pour x=zx.. On aura 

(* 4 > '*»=/[•*.'(*,] 
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(**) y- = *(*.)■ 

De plus, -T (x) étant une fonction déterminée de la variable x; si l’on 
attribue à cette variable une nouvelle valeur particulière X, la valeur 
correspondante de y sera une quantité déterminée. En désignant cette 
quantité par Y, et par 0 un nombre inférieur à l’unité, on trouvera 

(ié) r=f{X); 

(17) y-y. = y (X) — = (X-x.) #'[*.=4-8 (*-*.)]. 

De même, si l’on désigne par 

(»8) x.x._.i 

11 valeurs de x qui forment une suite croissante entre les limites x=x.; 
i — X, et par 

M y, • r.. y -,. 

les valeurs correspondantes de y, on aura 

ly,-y.={x-x.)f \x.+t.(x,-x.), 3 [*.-H0.(*,-*.)]|. 

K,=(».—x 1 )/lx,-l-e i (*,-* 1 ), #t.r 1 -H0 1 (tr.-x,)]|. 
l3 ° } 1 &c.... 

( Y—y.- , = (X — jr,_, ) f [*,_,-f- 0 ,_, (X —x,_,), 

0 ., 0 . 0 ,_, étant encore des nombres inférieurs à l’unité. Dans les 

seconds membres de ces dernières équations, les divers élémens de la 
différence X — x., savoir , 

(3.) . 

se trouvent multipliés par des coefficiens qui diffèrent très-peu des 
quantités 

f[*.;*(x.)). f[x..i(x,)]. ... /[*_,.%_,)), 
ou, ce qui revient au même, des suivantes , 




3 6 COURS d’analyse. 

/(*../.). /(*../.)./{'.-..y.-.). 

lorsque ces élémens ont des valeurs très-petites , et que la fonction 
f[x, <> (x) ] Jemeure finie et continue entre les limites xz=x 0 , x — X- 
On aura Jonc à très-peu près, si ces conJitions sont remplies, 


&c.. .. 

Y-y.., y.-,)-. 


Ajoutons que, dans cette hypothèse, la véritable valeur de Y différera 
très-peu Je celle qu'on déduit des équations (32), quand on élimine 
entre ces mîmes équations les quantités 


y,, 

Cette proposition peut être rigoureusement établie à l'aide des prin¬ 
cipes que nous exposerons dans les prochaines leçons. Quant i présent, 
nous nous bornerons à en vérifier l’exactitude dans le cas où l'équation 
(22) se réduit à 

(33) dy = yF(x)dx. 

Dans ce cas particulier, en effectuant l’intégration de manière qu’à la 
valeur de la variable x corresponde la valeur y. de la variable y, on 
trouvera 


( 34 ) 

On aura par suite 

(3 5) 




De plus, les équations (32) donneront 



(3fl j 

et l’on en 
( 37 ) 

/•I 
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?,=y.\i -+- [jf, x 0 ] F(x a ) | • 

y.=y. [i -+-[*• — Jf. ] ^'(x.) J. 

&c. 

Y=y.-.\t -+-[* — 

conclura, en éliminant les quantités y,,y x î ••• 


Y = 

-vo] F( X .) 1 1 i-t-K-x, ] F(x.) |... {.-H [X-x„. ) F(*„)ï 
;t clair que la fonction 


r‘ri*)d* 

yF(x)=y.F(x) e J ’- 

restera finie et continue entre les limites x=x., x—X, si la fonction 


F{x) 

remplit les mêmes conditions. Or, il est aisé de s’assurer que. dans 
cette hypothèse, les valeurs de Y fournies par les équations (35) et (37) 
différeront très-peu l’une de l’autre, si les élémens de la différence X —r, 
ont de très-petites valeurs numériques. En effet, on tirera de l’équa¬ 
tion (37) 

(38) HY)=Hy.h-l | .+[v,--x 0 nv.)l-l-/|i- 3 -[^.]^.)l-l---- 

.■+■ / h-H*—*.-.)!• 

D’ailleurs, si l’on représente par <1 une quantité finie, par *, f deux 
quantités infiniment petites, et par 9 un nombre inférieur à l’unité, on 
aura, en vertu du théorème de Madaurin, 

(35») /(t -+-rt<t) = - r ^ r = *(<J±i), 

et l’on er. conclura 
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I\ -*o]ff(*o) }-f"f { I -+— [je a-] ■^ r ( jr .) | 

-H ( A 1 — ) I F(x._, ) ± I, 

f , f.. Joignant des nombres très-petits. Comme le second 

membre Je cette dernière formule diffère très - peu de l’intégrale dé¬ 
finie 

fl F[x)Jx 

[voyez * e ,ome P rem > er < P a ge 85], il en résulte que la valeur de l[Y) 
fournie par l'équation (38) se réduit sensiblement à 

( 4 .) I{Y) = /(>.) -4 -fl F[x)dx, 

et la valeur correspondante de Y à celle que détermine la formule (3 5). 
c’est-à-dire, à 
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Exposition d une Méthode à l'aide de laquelle on peut intégrer par 
approximation un grand nombre d'Équations différentielles du 
premier ordre. 


Toutes les fois qu'une équation différentielle de la forme 
(0 dy=.f{x,y)ix 

est intégrable par l'une des méthodes exposées dans les leçons précé¬ 
dentes. on en conclut aisément, comme on l’a fait voir, qu’il est pos¬ 
sible d'obtenir, pour l'inconnue jt, une fonction de x propre à vérifier 
cette équation différentielle, et de plus à prendre une valeur particu¬ 
lière , mais arbitraire, y „, dans le cas où l’on attribue à la variable x 
une valeur donnée x 0 . Réciproquement, il sera certain que l’équation 
(i) est intégrable, et quelle admet une intégrale générale comprenant 
une constante arbitraire , si l’on démontre qu’il existe une valeur gé¬ 
nérale de y propre à remplir les deux conditions énoncées. Or, on 
y parvient aisément, dans un grand nombre de cas, à l'aide des prin¬ 
cipes que nous allons établir. 

Concevons que, X étant une nouvelle valeur particulière de x , on 
désigne par 


des quantités intermédiaires entre les limites .v„, X. et qui aillent 
toujours en croissant ou en décroissant depuis la première limite jus¬ 
qu'à la seconde. Supposons, en outre, qu'aux quantités 

(>) V.. »■„ .. 
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on fasse correspondre d'autres quantités 

( 3 ) .. y. 

dont la première soit précisément y ., les suivantes étant déiermincti 
par le moyen des équations 


( 4 ) 


y, — y» — ( *i ~~ x o)f( x oi y a ). 
Sic . 

Y-y,., = (A')/(*„_, 


il suffira évidemment d'éliminer, entre ces équations, y,, y , ... 
pour obtenir une valeur de Y exprimée en fonction des seules quan- 


( 5 ) *.*—• x ' y- 

Soit 

(é) Y- 9(x., x,, x .x,.,, X.y.) 

cette mime valeur. Elle jouira de plusieurs propriétés remarquables qui 
résulteront des divers théorèmes que nous allons faire connaître. 

i.* r Théorème. Supposons que, pour toutes les valeurs de x renfermée! 
entre les limites x 0 , X, la fonction 

f(*>y) 

reste continue par rapport aux variables x, y, et demeure comprise entre les 
limites ±A [A désignant une quantité positive], La valeur de Y déter¬ 
minée par l'équation (6) pourra être présentée sous la forme 

(7) r=y.-HA-.v„)/[*.-M(*-*.). y.±@A{X-x.)], 

6 et © désignant deux nombres inférieurs à l'unité. 

Démonstration. En ajoutant les équations ( 4 ), on obtient la suivante, 
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| Y-y. = {. V,+ /.)-+-■•• 

|8) ) .H-(A'-x... 

Il résulte Je celle-ci que la quantité Y — y, est équivalente à la somme 
des binômes 

(?) .. x-*-.. 

c'est-à-dire, à In différence X —x... multipliée par une moyenne entre 
les cocfficiens 

M 

et pnr conséquent par une expression de la forme ±0 A. On aura 
donc 

Y— y. = ±®A{X — x.), 
ou, ce qui revient au même, 

(") Y=y.±QA(X-x.). 

En d’autres termes , la valeur de Y se trouvera comprise entre les limites 
>.± A (X— x„). En raisonnant de la même manière, on ferait voir 
que les quantités y., y,, ... y sont respectivement comprises entre 
les limites 

y.±A(x,-x.),y,±A(x t -x.) ... . y. =fc A (x._,-x.). 
et à plus forte raison entre les limites y.±A (X— x.). Donc toutes 
ces quantités se réduisent, aussi bien que Y, à des expressions de la 
forme 

y.±eA(X-x.). 

On doit en conclure que les coefficient 

/(*..*). /(*..*)./('-J-). 

sont des valeurs particulières de l’expression 
M /[x.-M(*-*.)« >’• —*.)] . 
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qui correspondent à des vnleurs de 8 et de 0 comprises entre In | 
limites o et i. Or, concevons que le plus grand des coeflîciens dont 
il s'agit se déduise de la formule (ta), quand on y pose 
0 = M. ±® — M; 

et le plus petit, quand on y pose 

6 fx 0 . : M —f- N. 

Toute quantité moyenne entre ces coeflîciens, ou, ce qui revient au 
même . entre les quantités 

j.-*-MA{X—x.)] 

et y.MM+N)A{X- X .)] 

sera évidemment une valeur particulière de l’expression 

/[a. + (*-W)(A'-.v .) 1 

correspondante à une valeur de ( comprise entre les limites o, t ; et 
par conséquent une valeur particulière de l’expression (li), correspon¬ 
dante à des valeurs de 8 et de © comprises entre les mimes limites. 
Donc , puisque la différence Y—y. est équivalente au produit de X—x, 
par une moyenne de cette espèce, on pourra satisfaire à l’équation 
(, 3 ) Y-y. = (X-x.)/[x.nt-HX-x.). y.zt=®A(X-x.)]; 
en prenant pour fl et © des nombre» inférieurs à l’unité. La valeur de 
Y tirée de cette dernière équation est précisément celle que présente 
la formule (7). 

Corollaire 1." Si l’on supposait tous les élcmens de la différence 
X — .v», c’est-n-dire, les binômes x, — x, , x,— x,, ... X —x,_„ 
réduits à un seul qui serait cette différence elle-même, on aurait, à la 
place des formules (.f), la seule équation 
(■ 4 ) Y-y. = (X-x.)f(x.,y.). 

£n comparant celle-ci à l’équation (13), on reconnaît que la division 
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de X — a' 0 en élémens a pour effet de modifier le second facteur du 
produit qui représente la valeur de Y—y u% en y faisant croître les quan¬ 
tités x,,y,, de manière que les valeurs numériques de leurs accrois- 
seniens soient inférieures, d’une part, à la valeur numérique du pre¬ 
mier facteur, de l'autre , à cette valeur numérique multipliée par la 
constante A. 

Corollaire 2.' Soit m un nombre entier inférieur à //, et faisons 
a. = 1 . U = «■ 

En ajoutant les unes aux autres celles des équations ( 4 ) qui renfer¬ 
ment les quantités 

y~‘ y .. y.-.. y> 

et employant des raisonnemens semblables à ceux dont nous nous 
sommes servis pour établir l’équation (13), on obtiendra une autre 
équation de la forme 

(.5) r-n = (*-£)/[£-t-«(*-$), *±QA(X-i)). 

i.* Théorème. Désignons par H=±.(X — x,) la valeur numérique 
Je la différence X — x„. Supposons etailleurs que, pour toutes les valeurs Je x 
renfermées entre les limites x,, X, la fonction 

4n*.y) 

* y 

reste continue par rapport aux variables x, y, et demeure comprise entre les 
limites ± C [ C représentant une quantité positive ]. Dans cette hypothèse, 
si ron attribue à y, un accroissement arbitraire désigné, par / 3 ., éaccroisse¬ 
ment correspondant de la quantité Y, déterminée par l'équation (6), sera de 
la forme 

CH 

(lé) ± 0 / 3 .* , 

0 étant un nombre inférieur à l'unité. 

Démonstration. Soit 




44 


cours d’analyse. 

<p(x.y) Jx + xl».;) <iy- 

b différentielle totale Je la fonction f(x,y), en sorte qu’on ait iden¬ 
tiquement 

M = =*<->>• 

Soient de plus 

3,. 3 . 3. 

les accrnissemens respectifs que prennent, en vertu des équations (4), 
les quantités 

y- • ... ' 

lorsqu'on attribue à /„ l’accroissement 3 ,. Enfin , représentons par 
8 , 0 ,, 0 . 

des nombres inférieurs à l’unité. La première des équations ( 4 ), savoir, 

-y. = 

devant subsister encore quand on y fera croître y. de 3 > et y> d* 3 ., 
on en conclura 


et par suite 

O») 3,-3. = (x.-x.)[f(x..,. + 3.)-f(*..y.)\ 

On aura J'ailleurs, en vertu d’une formule connue et de ('hypothèse 


/(*..* 


3.)-f 1*../.)=: 


± 6 / 3 .)=± 0 .C’; 
± 0 . / 3 . C; 


et par conséquent l’équation (18) Jonnera 

(*?) 3.=3.[x±&.C(x. — x.)]. 
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Ou crouvera Je même 

8 . = / 3 ,[. ±0. V.)). 

(i°) | &c. 

I 8. = (i._, [. rt 0„_, C[X — 

Concevons maintenant qu’aprcs avoir multiplie les unes par les autres 
les équations (tp) et (20), on supprime les facteurs communs aux deux 
membres. O11 en déduira 

( 11 ) fi.= 

M‘±®. CK-*.)][,±0. C(.v,—.v,)]...[. ± 0 ._, 

Or,si la différence X —x. est positive, la valeur numérique du binôme 
. ±0.C(*.— x.) 
sera inférieure à la somme 

, -hC(x.-x.). 
et par suite à l'exponentielle 

Par la même raison , les valeurs numériques des binômes 

1 ±0,C(r,-jr 1 ).i±0._.C(.V-x._.) 

seront respectivement inférieures aux exponentielles 


Donc le produit de tous les binômes qui entrent dans le second 
membre de l'équation (21), aura une valeur numérique inférieure au 
produit de toutes les exponentielles, c’est-à-dire, à * ,) . Il se ré¬ 

duira donc à une expression de la forme 
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(-■> représentant un nombre compris entre les limites o 
évidemment remplacer celte expression par la suivante 


i. II faudrait 


si la différence X — ,v, devenait négative. Cela posé, l’équation (21) 
donnera 

(il) & = ±0 fi. e- CiX ~’' ) =±Qfi.e CH . 

Cette dernière formule , dans laquelle fi. et fi. désignent les accrois- 
semens correspondans de _>•„ et de Y, renferme évidemment le 2.'théo¬ 
rème. Si l'on fait, pour abréger, 

(13) k = t , 

k sera une constante positive et finie ; et l'on aura simplement 

(24) fi. = ±ekfi.. 

Corollaire Lorsque les élémens de la différence X—x, représentés 
par les expressions (9) obtiennent tous des valeurs numériques infé¬ 
rieures à ~ > les facteurs qui suivent fi. dans le second membre de 
l’équation (21), sont tous positifs; et l'équation (24) se réduit à 


(25) fi. — Qkfi.. 

Corollaire 2.' La valeur de fi, donnée par l'équation (24) devient 
infiniment petite en même temps que fi,. Donc, à un accroissement 
infiniment petit de la quantité y. correspond toujours un accroissement 
infiniment petit de la quantité Y; et par conséquent la seconde de ces 
deux quantités est une fonction continue de la première. 

Corollaire j.' Concevons que, parmi les équations ( 4 ), on conserve 

seulement celles qui renferment les quantités y„, y m + . . , Y 

[ni désignant un nombre entier quelconque]. Les équations conservées, 
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y«+. — y~ 7 -). 

7~. -7~. = (■“ *-)/(*-« • 7-~ ) • 

&c. 

y-y.-. =(Xy.-.). 

suffiront pour déterminer Y en fonction des quantités 

. X. y.; 

tt l'on prouvera encore que,.si l’on attribue à y m un certain accroisse¬ 
ment (h m , l'accroissement correspondant de Y sera de la forme 

(*7Î ± 0 / 3 .e ±C(Ar -'- ) . 

Donc ce dernier accroissement aura une valeur numérique inférieure à 
celle du produit 

0 m e ±ClX -'-\ 

et à plus forte raison à celle du produit 

j. c Théorème. Les mêmes choses étant admises que dans les théorèmes t." 
tl 2.’, si Ion fait décroître à tinfini les valeurs numériques des élémens de la 
différence X — la valeur de Y déterminée par t équation (6) convergera vers 
me limite qui dépendra uniquement des trois quantités 
v. . X et y.. 

Démonstration. La quantité Y dépend évidemment, i." des valeurs 
extrêmes de x représentées par .v., X; 2.” de la quantité y. ; 3.° du 
nombre n et des valeurs mêmes des élémens dans lesquels on a di¬ 
vise la différence X—x ., ou, en d'autres termes, du mode de division 
adopté. Or, pour établir le 3.* théorème, il suffira de faire voir que, 
si les valeurs numériques des élémens deviennent très-petites et le 
nombre n très-considérable , le mode de division n'aura plus sur la 
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valeur de )' qu’une influence insensible. C’est effectivement ce que l’on 
peut démontrer, comme il suit : 

Lorsque les démens Je la différence A'—\ 0 se réduisent à un seul 
qui coïncide avec cette diflérence elle-même, la valeur de Y est sim¬ 
plement déterminée par l'équation (1.4). Lorsqu'au contraire on prend 
les expressions (9) pour élémens de la diflérence X —.r., l’équation (14) 
se trouve remplacée par les équations (4), auxquelles on peut substi¬ 
tuer l'équation (13)- Cela posé, concevons que les expressions (9) 
aient de très-petites valeurs-numériques. Pour passer à un second mode 
de division dans lequel les valeurs numériques des élémens de la dif¬ 
férence X —.v. soient encore plus petites, il suffira de subdiviser cha¬ 
cune des expressions (9) en de nouveaux élémens. Or, on peut cal¬ 
culer d'une manière approchée le degré d'influence que chaque subdi¬ 
vision aura sur la valeur de Y. En effet , lorsqu’on partagera l'élément 
a,— en plusieurs autres, la première des équations (4), savoir, 

(a8) /.-/.= (.v,- a-.)/(*../.) 

se trouvera remplacée par plusieurs équations de même forme, desquelles 
on tirera, par les raisonnemens qui ont servi à établir la formule (13) 
[ voyci * e théorème 1.", et son premier corollaire], 

(*>) y- ■'•)/’[*. + fi(.v, ■■'.), ,.d=® a( x,-*.)], 

0 et 0 désignant deux nombres inferieurs à l’unité. Si l’on suppose en 

(30) /[*. + •(*,—-v.). y.±®A(x.-> r.)] =/(*., 7 .)±«.. 

t étant une quantité positive, l'équation (29) donnera 
(3 ■) y, — y. = (a f(x..y.)± .. ). 

De plus, on tirera de l'équation (28) 

Î3»V y.=y.A-(x.-x.)f{x.,y.), 

et de l’équation (3 1) 
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(jj) y.—y.-^- (*.-*.)/(*.. J. )± 

A la seule inspection de ces deux dernières formules, on reconnaît que 
l'accroissement de y, produit par la subdivision de l'élément x, —x» 
est équivalent au produit 

(} 4 ) «• (*■ — *•)• 

Si d'ailleurs les autres élémcns de la différence X—x. conservent leurs 
valeurs primitives , tandis que la quantité y, recevra l'accroissement 
Jont il s’agit, la quantité Y prendra [voyrj le 3.'corollaire du 2.* théo¬ 
rème] un autre accroissement, de la forme 

( 35 ) 

Donc l'accroissement de Y produit par la subdivision du seul élément 
x, — x, aura une valeur numérique inférieure à celle de la quantité 
(jd) ± 

le nombre e. étant déterminé par une équation de la forme 
(37) ± ( .=/[r,+ l(,,-r,), y.±OA[x, -*.)]-/(*.. y.). 

On prouverait de la meme manière que l'accroissement de Y produit 
par la subdivision du seul élément *»«.,— x m [m désignant un nombre 
entier inférieur ou tout au plus égal à «] aurait une valeur numérique 
inférieure à celle de la quantité 

{38) ±*<.(V,-*.), 

le nombre t m étant déterminé par une équation de la forme 

(39) ±=/[*-+•(*-* .y.±®A{**-*!] -/(*. .y.). 

Donc, si l’on subdivise, l'un après l'autre, les divers élémens représentés 
par les expressions (9), Y prendra une suite d’accroissemens dont les 
valeurs numériques seront inférieures aux valeurs numériques des quan- 
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( 4 °) rt A (*,-*.), ±A(*.-*.), &c.... ±A(*—r_,), 

respectivement multipliées par des nombres 

(4.) «.. ; 

semblables à celui que détermine (‘équation (39). Donc la somme de 
tous ces accroissemens, ou l'accroissement total de Y, obtiendra une 
valeur numérique plus petite que celle du polynôme 

( 4 *) ±*«.(.v.-*.)±X«.(*.-.v.)± ... ± A 

Par conséquent, si l’on pose 

( 43 ) e « ( v — A '0 -+■ 4 ■ (*»—*■) "H... -H (,-,(X—x m _,) = t {X—x.) , 
l'accroissement total de Y sera de la forme 

(44) ± © A e (X —*.). 

Observons maintenant, t.°que le nombre t, déterminé par l’équation 

(43), est toujours une moyenne entre les nombres t ,, t .. 

a.* que si les expressions (9) obtiennent de très-petites valeurs numé¬ 
riques , on pourra en dire autant des quantités 


et par suite de l’expression (44). H en résulte qu’on n’altérera pas sen¬ 
siblement la valeur de Y calculée pour un mode de division dans lequel 
les élément de la différence X — », ont des valeurs numériques très- 
petites , si l'on passe à un second mode dans lequel chacun de ces 
élémens se trouve subdivisé en plusieurs autres. 

Concevons à présent que l’on considère à-la-fois deux modes de 
division de la différence X—x., dans chacun desquels les élémens de 
cette différence aient de très-petites valeurs numériques. On pourra 
comparer ces deux modes Â un troisième tellement choisi que chaque 
élément, soit du premier, soit du second mode, se trouve formé par la 
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réunion Je plusieurs élétnens du troisième. Pour que cette condition 
soit remplie, il suffira que toutes les valeurs de x interposées dans les 
deux premiers modes entre les limites x ., X, soient employées dans le 
troisième ; et l’on prouvera que l'on altère très-peu la valeur de Y en 
passant du premier ou du second mode au troisième , par conséquent 
en passant du premier au second. Donc, lorsque les élémens de la dif¬ 
férence X — .r„ deviennent infiniment petits, le mode de division n’a 
plus sur la valeur de Y qu'une influence insensible ; et si l'on fait dé¬ 
croître indéfiniment les valeurs numériques de ces élémens , en aug¬ 
mentant leur nombre, la valeur de Y convergera vers une certaine limite 
qui dépendre uniquement de la forme de la fonction f[x,y), des valeurs 
extrêmes x., X, attribuées à la variable x, et de la quantité^.. 

Corollaire 1." Comme la limite vers laquelle converge Y, tandis que 
les élémens de la différence X—x. deviennent infiniment petits, dépend 
uniquement des trois quantités 

nous désignerons cette limite par la notation 

*(*.. X. 

que nous réduirons même à l'une des suivantes, 

*(X.,.). /(*). 

quand nous nous proposerons de faire varier les deux seules quantités 

X, }., ou la seule quantité X. 

4.' Théorème. Les mêmes choses étant admises que dans les théorèmes 
précédons, désignons par ${X) la limite vers laquelle converge la valeur de 

Y, tandis que l'on fait décroître les valeurs numériques des élémens de la dif¬ 
férence X — x 0 , et par 

Mi) .y = H*) 

ce que devient celte limite quand on y remplace la quantité X par x. y 
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sera une fonction de x, qui aura ta double propriété' de se réduire à y, 
pour x ~ x 0 , et de vérifier l'équation différentielle 
(,) dy=f[x.y)dx. 

en restant continue par rapport à la variable x, du moins pour toutes les 
valeurs de cette variable comprises entre les limites x . et X. 

Démonstration. Léquation (7) devant subsister, quelque petites que 
soient les valeurs numériques des élémens de la différence X — x ., 
conservera encore la même forme si l'on y remplace Y par sa limite 
.*(,¥). On aura donc . 

( 46 ) *iX)=y, + {X-x.)f[X'+t\{X-x.). y.±eA(X-x.)]. 

0 et 0 désignant toujours deux nombres inférieurs à l'unité. En raison¬ 
nant de la même manière, on tirera de l’équation (1 5) 

( 4 7 ) nx)-m={x-z)m+nx-z)* <*-*)]■ 

Concevons maintenant que, les quantités variables x et x -t-i étant 
renfermées entre les limites x, et X, l’on écrive, dans l’équation (46), 
x au lieu de X, puis, dans l’équation (47). * au lieu de et x- 4 -i au 
lieu de X. On trouvera 

(4 8) *{x) = y. (*-*.) / [*.+«(*-*.) ,;.±0d («J] 

(b) *{x-* -i)-*(*) = i/[*-Mi, t(x)± 0 Ai). 

Cela posé, il est facile de voir, i.» que, si l’on prend x = x ,, la 

formule (48) donnera 

(50) *(*.)=*’. 

2.° que, si l'accroissement > attribué i la variable x devient infiniment 
petit, l’accroissement correspondant de la fonction S [x), savoir, 
/(jr-t-i)— /(x), sera lui-même , en vertu de l’équation (4 ji) , une 
quantité infiniment petite. Ajoutons que de cette équation divisée par i 
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l'on conclura, en passant aux limites, 

(,,) *»=/[*.*(*)]• 

Par conséquent, la fonction y=. 3 (x) remplira toutes les conditions 
énoncées dans le 4> c théorème. 

Corollaire /." Si, pour metrre la quantité^. en évidence dans la limite 
de Y, on désignait cette limite par la notation 

(j*î 

la fonction appelée y se présenterait sous la forme 

(JJ) y = *(*•/•)• 

Dans cette dernière équation, y, est évidemment une constante arbi¬ 
traire. Ajoutons que, la quantité Y étant une fonction continue de y. 
[toyri le corollaire a.* du second théorème], on pourra en dire autant 
de sa limite ou de l'expression (5 a), et par conséquent de la fonction 
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HUITIÈME LEÇON. 

Application de la Méthode exposée dans la septième Leçon à l'Intégration 
d’une Équation différentielle quelconque du premier ordre entre deux 
variables x, y. Limites des erreurs que l'on peut commettre en u 
servant de cette méthode pour la détermination numérique des Valeurs 
particulières de la variable y. 


En démontrant les théorèmes énoncés dans la leçon précédente ai 
sujet de l'équation différentielle 
(,) dy-f(x.y)dx. 

nous avons supposé que les deux fonctions 


M 








demeuraient finies et continues, quelle que fût y , pour toutes les valeurs 
de x renfermées entre les quantités xX. J'ajoute que les mêmes théo¬ 
rèmes subsisteront . toutes les fois que ces fonctions seront finies et 
continues par rapport aux variables x,y, dans le voisinage du système 
des valeurs particulières 


pourvu que l'on choisisse convenablement la quantité X. C'est effec¬ 
tivement ce qui résulte de la proposition nouvelle que nous allons 
établir. 
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i." Théorème. Concevons que, les expressions 

(j) /(*../.). xl'-;.) 

tient Jes quantités finies, on Jésigne par A, C Jeux nombres supérieurs à 
leurs valeurs numériques, et par a une quantité'positive ou négative, choisie 
it telle manière que, pour Jes valeurs Je x renfermées entre les limites x. , 
et pour Jes valeurs Je y renfermées entre les limites y. — A a, 
j,-t-Aa, les Jeux fonctions f(x,y), %(x ,y) restent continues par rap¬ 
port aux variables x, y , et Jemeurent comprises, la première entre les limites 
— A, -h A, la seconJe entre les limites — C, -t- C. Dans cette hypothèse, 
Its théorèmes i, 2 , 3 , 4 Je la leçon précéJente subsisteront encore, si l'on a 
pris pour X une moyenne entre les Jeux quantités x. et x 
Démonstration. Pour démontrer ce théorème , il suffit de faire voir 
que, dans l'hypothèse admise, les quantités y,,y g , Y détermi¬ 

nées par les équations 


y, —y.=(x,-x.)f(x..y.), 
y.-y,=(x g -x,)f(x,.y.), 

&c. 

r-y t _.=(X-x._,)f(x._„y._.). 

seront toutes comprises entre les limites y.— Aa, y.-hAa. Or, si 
l'on ajoute entre elles celles Jes équations (4) qui renferment les quan¬ 
tités y,,y . y„ , on obtiendra la formule 

i y m -y.-( x ,- *-.)/(*•. y.) -+- ( .v. -x,)f(x„ y. 

1 . 

Jnm le second membre est équivalent au produit de la diflcrence x m — x c 
far une mnvenne entre les coefficiens 
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(«> /Ko-.). /Ko.)./K-.O—). 

De plus, la différence — *. ayant une valeur numérique infé¬ 
rieure à celle de X — x., et par conséquent à celle de la quantité a , 
il est clair que la valeur numérique de y„ déterminée par la formule (5) 
sera comprise entre les limites y. — A a, y^-t- Aa, si chacune des 
expressions (6) a une valeur numérique inférieure à A, ce qui arrivera 
nécessairement si les quantités y ol y, ... y m _, se trouvent elles-mêmes 
renfermées entre les limites y. — Aa, y„ -V- Aa. Donc, puisque cette 
condition se vérifie à l'égard de y., elle sera pareillement satisfaite à 
l'égard de y,. Étant vérifiée pour y. et y, , elle sera encore satisfaite i 
l’égard de y, ; étant vérifiée pour y., y, et y,, elle sera satisfaite â l’égard 
dey, ; et ainsi de suite. Enfin , elle se vérifiera poury„ [m désignant un 
nombre entier égal ou inférieur à n ], et par conséquent pour tous les 
termes de la suite 

( 7 ) y., y., y. . y.-,. Y. 

Corollaire i." Soient 6 et O deux nombres qui varient entre les 
limites o et t. Indiquons d'ailleurs à l’aide de la caractéristique M 
une moyenne entre plusieurs quantités données , en sorte que la notation 
M ( — A, - 4 -/ 4 ) 

représente une quantité comprise entre les limites — A, - 4 -A. Comme 
le nombre que nous avons ci-dessus désigné par C , peut être pris arbi¬ 
trairement , pourvu qu’il surpasse la valeur numérique de xi**’ 7«) > H «t 
clair que la quantité a deviendra propre à vérifier les conditions aux¬ 
quelles elle est assujettie dans le théorème i.", si l’on a choisi a et A 
de telle manière que les deux fonctions 

(8) /(x.-Mrf, y. ±:QAa), x(jr.- 4 - 8 u, X. =£ &Aa) 

restent continues entre les limites D=o, 8= I, © = o, 0=t, et 
que l’on ait toujours entre ces limites 

( 9 ) /(x. + ia,y,±eAa) = M(-A, ±A). 
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Corollaire 2.' Supposons que parmi les valeurs Je la quantité a pour 
lesquelles les conditions énoncées dans le premier théorème, ou plutôt 
dans son corollaire t, peuvent être remplies, on choisisse celle qui 
eu la plus grande, abstraction faite du signe. Dans cette hypothèse, 
l'équation (45) ou (53) de la 7.* leçon , savoir, 

M > = ou y = S(x.y .), 

fournira une intégrale particulière de l'équation (1), pourvu qu'on 
assujettisse la variable x à demeurer comprise entre les limites x ., 
J r. + a. 

Corollaire 3/ La quantité a étant déterminée comme on vient de le 
dire, si, dans l'équation (10), on remplace7. par une constante arbitraire 
C, la formule qu’on obtiendra, savoir, 

(") y = S{x,C), 

représentera l’intégrale générale de l'équation (1), du moins pour cer* 
laines valeurs de x comprises entre certaines limites qui dépendront 
elles-mêmes de la valeur attribuée à la constante arbitraire. Concevons, 
en effet, qu'on désigne par cl une quantité affectée du même signe 
que n, mais douée d'une valeur numérique moindre; soit de plus O un 
nombre inférieur à l'unité, et supposons 

(11) C=y a dzQA<x. = M(y.-Ao., y,-h A cl). 

Comme on aura évidemment 

('3) )'• — Aa=C — A(a±Qa.), y.-t-Aa=CA-A[azpba), 

on en conclura que les deux quantités y.-Aa. y.-hAa comprennent 
entre elles les deux suivantes, 

(.4) C-A(a-cL), C-hA (ri-*,; 

puis, en raisonnant comme ci-dessus, on démontrera que la valeur 
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île y donnée par la formule (i i) est une fonction continue de x, et 
veritie l'équation (t), tant que la constante arbitraire C demeure 
comprise entre les limites 

y, — A a. , y. - 4 - A a., 
et la variable x entre les limites 

Li démonstration que nous avons donnée dans le théorème t.", peut 
être facilement étendue à deux propositions semblables qu’il est souvent 
utile de substituer à ce théorème, et que nous allons énoncer. 

i. e Théorème. Supposons que, les expressions {3) ayant des valeurs 
finies, et ht première de ces valeurs étant positive ou nulle, on ait choisi le 
nombre A et la quantité a de manière que les deux Jonctions 

(15) /(*,-+- 0 Aa). *(*.-» - 6 a,y.-h 0 Aa) 

restent continues entre les limites 6= o, 0 = 1 , 0 = o, ©= 1, et que 
Ton ait toujours entre ces limites 

(16) /( x, -+- 9 <r, y, -4- OA a) — M (o, A). 

Les théorèmes 1,2,), q de la leçon précédente subsisteront pour toutes les 
valeurs de X comprises entre les limites a ., x.-t-a. 

3.' Théorème. Supposons que , les expressions (3) ayant des valeurs 
finies, et la première étant négative ou nulle, on ait choisi le nombre A et 
la quantité a de manière que les deux fonctions 

(17) f(x.-i- 6 a,y. — 0 Au), x(x.-hOa,y. — QAa) 

restent continues entre les limites 0= i, 0= 1 , ©=ro, 0 — 1, et ^ re 
l'on ail toujours entre ces limites 1 

{18) 


/(A-,+ 017,3-. — QAa) = M{o,-A). 
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irs théorèmes /, a, j, 4. de la leçon précédente subsisteront pour toutes les 
r,i!turs de X comprises entre les limites .v„, jr„-+-<7. 

Purmi les valems Je cl qui remplissent les conditions énoncées dans 
le premier, le second, ou le troisième théorème, et qui vérifient en 
conséquence les formules (9), (16) ou (18), il est avantageux de choisir 
celle qui est la plus grande [abstraction faite du signe]. Pour montrer 
par un exemple comment on peut déterminer cette valeur, supposons 
que l’équation (1) se réJuise à 

(19) dy = tang(* 4->) . dx. 

et que les quantités x„, y, s’évanouissent. Dans ce cas, on pourra satis¬ 
faire par des valeurs positives de a à l’équation (1 6), qui deviendra 

(10) tang ( 8ct -t- OA a ) — M( o. A). 

Or, pour que la formule (20) soit toujours vraie, tandis que 6 et © 
varient entre les limites o et 1 , il est nécessaire que l'arc a-b An 
reste compris entre les limites o , y» et qu’on ait 
(21) tang ( <1 ■+• A a) = Af(o , A ). 

Pour déJuire de cette dernière équation la plus grande valeur possible 
de n, l'arc n-Ç-Aii demeurant inférieur à — > il suffit, i.° de rempla¬ 
cer le second membre M[o,A) par la quantité A, 2. 0 Je joindre i la 
formule 

(12) tang (et H- A a) = A , ou a — a, ‘ , 


celle que fournit le maximum de a considéré comme fonction de A, 
savoir, 


<*3) 7T = °- 


H ' 
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Or, on satisfait aux équations (22) « (23) en prenant 

(24) A = 1,225»- * = 0.33)83... 

Ainsi, dans l'hypothèse admise, la quantité positive <1= 1,22p... est 
la plus grande des valeurs de a propres à vérifier la formule (16). On 
prouverait de même que la quantité négative ti —— 1,22p... est la plus 
grande [abstraction faite du signe] de celles qui sont propres à vérifier 
la formule (18). Comme les deux valeurs précédentes de a, réunies à 
la valeur correspondante de A. vérifient les conditions énoncées dans 
les 2.' et 3.' théorèmes à l’égard des fonctions (15) et (J7) ; on peut 
conclure que la méthode d'intégration exposée dans la 7.' leçon four¬ 
nira la valeur générale de / qui satisfait â l’équation (tp). et scva ‘ 
nouit avec la variable x. du moins tant que celte variable restera com¬ 
prise entre les limites <*== — 1,22p..., = 1.22p. . . 

Si à l'équation (tp) on substituait la suivante , 

(15) «/;•== tang (*■-+-/M*. 

en supposant toujours x. = o, f.=o; la formule (16 ) se réduirait à 

[16) iang(é*<j‘ -+- ©*/4*/»*) = M[o, A ), 

et la plus grande valeur de <7* propre à vérifier cette formule serait dé¬ 
terminée par le système des deux équations 


(27) 


1 -t-A‘ 


(* 8 ) 7 T = °‘ 0tt arc tang A = 
desquelles on conclurait 

( 19 ) A = 0,7654..., «• = 0^653... , a = dto,p824... 

Par conséquent, la méthode d'intégration exposée dans la 7/ leçon 
fournirait la valeur de y qui vérifie l'équation (23), et s’évanouit avec x. 
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tant que l.n variable x resterait comprise entre les limites 

— 0,9824 • • ■ . “H 0,9824. . . 

Considérons encore l'équation différentielle 

( 3 °) d y — ~rîj* 

et supposons x . = 1 , y, — o. L’équation (16) donnera 
( 3 ') =M(o.A), 

et sera toujours vraie entre les limites Sszo.Oz^i.Orro, 0=i, 
si Ion prend A = 1, et si l'on attribue à la quantité a une valeur po¬ 
sitive quelconque. Par suite, la plus grande des valeurs positives de a 
propres i vérifier l'équation (1 6) sera <1 = 00 ; et, si l'on désigne par 
1 — ^i x ) ce ^ e des intégrales particulières de l'équation (30) qui s’éva¬ 
nouit pour x = 1, la méthode exposée dans la septième leçon détermi¬ 
nera la valeur de <?(*), tant que la variable x restera comprise entre 
les limites .r = 1, x = oo. 

Il est facile de voir que l'équation (31) sera encore satisfaite, si, A 
étant un nombre supérieur à l'unité, on attribue A la quantité une 
valeur négative comprise entre zéro et —— f-J . Or, parmi les 

valeurs négatives de a que fournit l’équation 



celle qui est la plus grande [abstraction faite du signe] se trouve déter¬ 
minée par la formule 

( 33 ) -£r= 0 ' ou A' — xA— 1, 


de laquelle on tire, A devant être supérieur à l’unité; 

(j 4 ) A — t -+- 3/2 , <» = — (3—2/1) = — 0,1713... 
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Par conséquent. la méthode exposée Jans la 7.* leçon suffira encore 
pour fixer la valeur de ■?(*), tandis qu'on fera varier a entre les 

Il est essentiel d'observer que les quantités 

(7) ->-• y . Y > 

déterminées, à l'exception de la première, par les équations (4). ra¬ 
ieront comprises entre les limites/, et -t-A<i ou /„— Ati, et for¬ 
meront ou une série croissante, ou une série décroissante, toutes les 
fois que X sera renfermé entre x . et a. -4- o , les quantités <1 et A 
étant choisies de manière à vérifier les conditions énoncées dans le 
second ou le troisième théorème. Il est aisé d'en conclure que, dans le 
cas il s’agit, la fonction y=z£(x) , donnée par l'équation (10), 
croîtra ou décroîtra toujours depuis x = x. jusqu’à x=X, sans pouvoir 
dépasser la limite y.-hAa ou /.—A a. 

Concevons maintenant que, la quantité a étant assujettie aux con¬ 
ditions énoncées dans le premier, le second ou le troisième théorème, 
la quantité X varie entre les limites x., ,v„ -H a, et s’approche indé¬ 
finiment de la limite .v.-t-n. La valeur de/ = •/(*) correspondante & 
x — X , savoir, £(.Y), s’approchera elle-même indéfiniment d'une cer¬ 
taine limite qu'on pourra désigner par #(x.-f-rf), et qui sera com¬ 
prise entre les deux quantités — A a, y,-t-Aa. Cela posé, si les 
.leux fonctions (y,/), xi*’/) rcs,cnt continues dans le voisinage du 
système des valeurs particulières x=rx.H -a, yz=.S{x\-\-a), 011 prou¬ 
vera . par des raisonnemens semblables à ceux dont nous avons déjà 
fait usage, que les théorèmes de la leçon précédente subsisteront, non- 
seulement lorsque la quantité X variera entre les limites x„, x. -ha, 
mais encore tandis que cette quantité, ayant dépassé la limite x.-Hrf, 
s’approchera indéfiniment d'une nouvelle limite x.-t-rf,. Par suite, on 
pourra calculer, avec telle approximation qu'on voudra, les valeurs de 
5 [X) correspondantes à des valeurs de X comprises entre x. et x.-t-a,. 
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Si J'i.illeiirs les fondions f (v, y), %[x,y) restent continues Jans le voi¬ 
sinage Ju système dos valeurs particulières .\—x.-t-n,, y — *(x 0 -t-a,), 
on déterminera encore une valeur de .v située au-delà de la limite 
, et vers laquelle on pourra faire converger la quantité X dans 
la fonction -’(X). Désignons par x.-j-n, celte nouvelle limite , et con¬ 
tinuons de même. Les quantités 

(3 ï) x. h-<j, x.-f -n,, x. , Sic.... 

formeront une série croissante ou décroissante , et Ipurs valeurs numé¬ 
riques finiront par surpasser tout nombre donné, ou par s'approcher 
indéfiniment d’une certaine limite. Dans le premier cas, la quantité X 
pourra croître ou décroître indéfiniment, de manière à devenir supé¬ 
rieure ou inferieure à toute quantité donnée. Dans le second cas, la 
quantité X pourra s’approcher indéfiniment de la limite vers laquelle 
convergeront les différens termes de la série (j 5). Soit 5 cette même 
limite. La limite correspondante vers laquelle convergeront les valeurs 
de pourra être désignée par /(S) ; et, pour qu’on ne puisse 
plus faire passer la quantité X au-delà de la limite S, dans la fonction 
t{X), il sera nécessaire, ou que la quantité -f(S) soit infinie, ou que 
l'une des fonctions 

(36) ?[v,*(x)). *[*./(x)]. 

devienne infinie pour (a valeur particulière x = S, ou enfin que l'une 
de ces fonctions devienne discontinue dans le voisinage de la valeur 
particulière dont il s'agit. 

Afin de montrer l'application de ces principes généraux à un exemple, 
concevons que y = S{x) représente celle des intégrales particulières de 
l'équation (30) qui s'évanouit pour x=t; et cherchons les valeurs 

qu’on devra, dans ce cas, attribuer aux constantes a, <1, , .en 

les supposant négatives, et les plus grandes possibles [abstraction faite 
du signe ]. Ces valeurs seront propres à vérifier des équations semblables 
à l’équation (31), c’est-à-dire, de la forme 
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et généralement [;h désignant un nombre entier quelconque] 



Ajoutons que la valeur de <»* déterminée par la formule (37) deviendra 
la plus grande possible [abstraction faite du signe], si l’on choisit A* 
de manière à vérifier l'équation 



et si l’on prend en conséquence 



Uo) a m = — i— at 0 —)■ 

Comme on a d'ailleurs, par hypothèse, *.= 1 , f(x.) = o, la for¬ 
mule (40) se réduira simplement à 


U = — 3— 


et l’on en tirera successivement 

U*) a=-3-Kt/I, a,=--3 -|-*(i-l-a)-Hzi, &c.. 
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Si, à l’ai Je Je ces dernières équations et de la méthode exposée dans 
la septiime leçon , on détermine l’une après l'autre les quantités (35), 
ou, ce qui revient au même, les suivantes, 

(4j) 1 + a » * + ci. , 1 -+-d,, 6cc... , 

on obtiendra une série composée de termes qui décroîtront sans cesse 
et qui convergeront vers une certaine limite. Désignons par £ cette 
limite. On aura sensiblement, pour de très-grandes valeurs de m, 

1 *+■ ci» = 1 *+- = £ ; 

et, en conséquence, la formule (41) donnera 

(■H) = i , ou £-|-/( 5 ) = o. 

Donc la valeur particulière ar=£ rendra infinie la fonction 


Ml) 


/[** '<*)]=- 


qui sert de coefficient à dx dans le second membre de l’équation (30). 
Celte conclusion s’accorde avec la remarque générale que nous avons 
faite ci-dessus. 

On ne doit pas s'étonner de voir que dans certains cas la méthode de 
la septième leçon ne fournisse le moyen de calculer des quantités réelles 
propres A représenter les valeurs successives d'une intégrale particu¬ 
lière d'une équation différentielle donnée, qu’autant qu'oit suppose les 
valeurs correspondantes de la variable indépendante x renfermées 
entre certaines limites. En effet, parmi les équations différentielles qui 
peuvent s'intégrer par des méthodes rigoureuses, il en existe beaucoup 
dont les intégrales particulières ne sauraient être étendues A des valeurs 
quelconques de la variable x, en demeurant toujours réelles. Telle est, 
par exemple, l’équation (30). Si, après l'avoir présentée sous la forme 
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on intègre ses deux membres, en assujettissant y à s’évanouir pour x= i, 
on trouvera 

W 7 ) /(*+/+ 0-/(2)=/. 

et par suite 

( 48 ) ,= 2 ,'-,-.. 

Or, il est aisé de voir que le second membre de l’équation précédente 
admet une valeur minimum déterminée par la formule 


(4p) 

de laquelle on tire, en ayant égard à l’équation (48), 

(5°) >=—/(i)=—o.tfpjt... et *=/( 2) = 0,6931... 

Donc, si l’on désigne par _y=r(.v) l’intégrale particulière que fournit 
l’équation (48), cette intégrale ne pourra s’étendre, sans cesser d’étre 
réelle, à des valeurs de x plus petites que la limite * = /(a), à laquelle 
correspondent une valeur nulle de et une valeur infinie de 

se ,rouve *»■■>** tamené à la conclusion précédemment 
déduite de la formule (44)- 
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Limites des Erreurs que l'on peut commettre en se serrant de la Méthode 
exposée dans la septième leçon pour U calcul numérique des Valeurs 
particulières de la variable y, considérée comme fonction de x, te 
déterminée par une équation différentielle du premier ordre. 


Supposons que, la fonction y étant assujettie, i.* à vérifier l'équa- 
lion différentielle 

(') dy-f(x,y)Jx. 

i.‘ à prendre l.i valeur particulière /., pour x~x,, on demande non 
pas la valeur générale, mais une nouvelle valeur particulière de/; par 
exemple, celle qui correspond à xz=.X. Cette valeur différera très-peu 
de la quantité Y déterminée par les équations (.f) de la leçon précédente, 
si l'on attribue aux élémens de la différence X — x* , c’est-à-dire aux 
quantités 


de très-petites valeurs numériques, et si l'on a d’ailleurs 
0 ) X=M (x.. x. -+-o), 

la quantité a étant choisie de manière à remplir les conditions énon= 
cées dans le premier, le second ou le troisième théorème. Déplus, 
comme, pour passer de la quantité Y à la valeur cherchée de/, il suf¬ 
fira de subdiviser les expressions (z) en élémens infiniment petits, il 
est clair que, si l’on remplace cette valeur par Y, l’erreur commise en 
plus ou en moins sera représentée par une expression semblable [abs¬ 
traction faite du signe] au produit (44) de la septième leçon. Cette erreur 
sero donc inférieure k 
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U) UH «. CH 

H désignant la valeur numérique Je X — x. , k l’exponentielle t , 
et t une moyenne entre les nombres 

(5) *. 

déterminés par Jes équations de la forme 

(6) ± ( .=/[.r.+ 8( Vl - ïm ), y m ± O A x„)) —f[*m -/.)■ 

Cela posé, concevons que chacun Jes élémens Je la différence X—x. 
soit renfermé entre les limites ±<A, J' étant une quantité positive. 

Les nombres t. , t .s,_, ne surpasseront jamais la plus grande 

valeur numérique que puisse recevoir la quantité 

( 7 ) /(xdbtfi, y±OAfi) — f(x.y), 

tandis que l'on y fait varier x et 8 fi entre les limites X: y et 
ydzOAfi, entre les limites y., y.±OAa.\ enfin fl et © entre les 
limites o et i. Donc, si l’on nomme S) cette plus grande valeur numé¬ 
rique, t restera toujours inférieur à S), et l'erreur commise au produit 

(8) k H S). 

Ajoutons, i.°que, dans l’expression (7), le produit fl J' devra être affecté 
du signe-t-ou du signe—, suivant que la différence X—x. sera po¬ 
sitive ou négative; ».* que, dans la même expression, le double signe 
placé devant le produit OA fi devra être réduit au signe -f-, si la quan¬ 
tité a vérifie la formule (16) de la leçon précédente, et au signe —, 
t! la quantité a vérifie la formule (18). 

Il est très-facile d’obtenir un nombre plus grand que S), quand, 
pour toutes les valeurs des variables x, y, comprises entre les limites 
x,, x.-\-û; y. — Aa, y.-^-Aa, la fonction 

(?) = I 

reste finie et continue, aussi bien que les fonctions f(*,y) et x (*»/)• 
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Admettons, en effet, cette supposition, et désignons par B, C deux 
nombres égaux ou supérieurs aux plus grandes valeurs numériques que 
puissent obtenir les fonctions <P[x,y), tandis que x et y varient 

entre les limites dont il s'agit. La dérivée de la fonction (7) par rap¬ 
port à J savoir , 

( 10 ) d=6?(v±e^, y±OAfi)±QAx(x±M, y±0A*), 
aura évidemment une valeur numérique inférieure i la somme B-\-AC, 
et l'on doit en dire autant de toute expression dans laquelle se chan¬ 
gerait cette dérivée, si l'on y multipliait le nombre * par un coefficient 
plus petit que l'unité. Or, en vertu de la formule (7) de la septième 
leçon du calcul différentiel, il existe une expression de cette nature 
qui équivaut au rapport 


Donc la plus grande valeur numérique de ce rapport, ou la fraction 
S> 

* 

sera inférieure elle-même à la somme B -+- AC, et le nombre S) ne 
pourra surpasser le produit 

(11) {B-h AC)*. 

En écrivant ce produit A la place de S> dans la formule (8), on 
trouvera pour limite de l’erreur commise [B-\-AC)hH *, ou 

(13) (8 + dC)«/"A. 

Il est essentiel d’observer que, si la quantité a vérifie la formule (té) ou 
(18) de la leçon précédente , on pourra prendre pour B et C les plus 
grandes des valeurs numériques que reçoivent les fonctions <P(*,y) et 
Xi x >y)’ tandis qu’on y fait varier x entre les limites x., et 

y entre les limites y. , y, -+- A a , ou y, et y.—An. 
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Si la fonction <p{x,y) devenait infinie pour * = *•„, la quantité B 
étant alors infinie, on ne pourrait plus appliquer la formule (13) à 
l'évaluation de l'erreur commise, quelque petite que fût dailleurs la 
différence de .Y à x„. Mais, dans ce cas meme, il sera ordinairement 
facile de déterminer un nombre supérieur à S), par la méthode que 
nous allons indiquer. 

Si, après avoir remplacé fi par / dans l'expression ( 10), et multi¬ 
plié cette expression par Jt, on intègre le produit entre les limites 
f=0 , t — fi, l'intégrale qui en résultera, savoir 

(, 4 ) jr±&At)±:OAx l . x —^ t ' jr^ Q t4t)]Jt, 

sera précisément équivalente à la quantité (7). Ajoutons que. dans 
cette intégrale, comme dans l’expression (7), 0 devra être précédé du 
s i„„ c -i_ ou du signe— suivant que la différence X — x. sera positive 
ou négative, tandis que le signe ± placé devant © devra être réduit 
au signe -I- si la quantité vérifie la formule (id) de la huitième leçon, 
et au signe — si cette quantité vérifie la formule ( 1 S). Soient mainte¬ 
nant f(r) la fonction comprise sous le signe f, dans la même intégrale, 
et t une autre fonction de i, qui reste constamment positive et supé¬ 
rieure à la valeur numérique de f(/), entre les limites t — o, t—fi. 
Comine, entre ces limites, les deux binômes 

r_f(r), f+f(t) 

conserveront toujours des valeurs positives, on pourra en dire autant de» 
deux intégrales 

(« 5 ) j « 

I /‘V-*- f (*) ] dt —fS €dt dt: 

et par conséquent l'expression^* f(r) Jt, on l'intégrale ( 1 4 )• aur * 
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une valeur numérique inférieure à la quantité positive 
(lé) 

Il sera donc permis de substituer au nombre S> l’intégrale ( itf), et la 
recherche de ce nombre se trouvera réduite â celle de la fonction €. 

Lorsque, pour des valeurs des variables x , y , renfermées entre les 
limites x„, x.-\-a; y „— An, y.-t-A/i, les deux fonctions ${x,y). 
Xi*-y) conservent toujours des valeurs finies et inférieures [abstrac¬ 
tion faite du signe] aux deux nombres B et C, la valeur numérique de 
f(r) ne surpasse point la somme (B-t-A C), et, en substituant cette 
somme à la fonction C, on réduit l’intégrale (té) à l’expression (12). 

Lorsque ç [x, y) devient infinie pour x = x., la fonction f ne peut 
plus être remplacée par la somme B -+-AC, ni même par une quan¬ 
tité constante. Supposons, par exemple, 

M U*.y). 

fL représentant un nombre.inférieur à l'unité, et /,(*<y) </.{*>>) deux 
fonctions nouvelles qui conservent, ainsi que leurs dérivées du premier 
ordre, des valeurs finies pour x = .v„ Soient en outre 

<p.i x -y). x>( x -y)> x.Ow). 

les dérivées des fonctions f,[x,y), f.(x,y), par rapport aux deux 
variables x, y; et A,,A,;B,,B,; C,,C., des nombres égaux ou su¬ 
périeurs aux plus grandes valeurs numériques que ces fonctions et leurs 
dérivées puissent acquérir entre les limites 

jr = x„, x = x.-t-a; y~y* — An, /=/,-+• Aa. 

On aura 


(. 8 ) 


<p(x,y) = (P. (x.y)-t-(x-x .) M -H («-«.) —/» (*'/>► 

xi*'y) = X'i*'y)-+(*-*‘fx>i*>y) • 
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(19) f(O=± 0 <P.(xdt 0 t, y±OAt)±OAx.(* 3 zl‘' >± 0 - 4 t) 
- 4 - (.v—,v.±6 t) M [± 0 <p .(x± 0 r, y±&Ai)±zOAXi{x±it, >± 0 / 4 »)] 
± /.(* ±*t.y±QÀt). 

Il reste à trouver une fonction € Je la variable r qui demeure con». 
tamment positive et supérieure à la valeur numérique de f(f). tandis 
qu'on fera varier t entre les limites o, 0 et 0 entre les limites 0 et 
1 ; x et x± 0 r entre les limites x., X; enfin, y et y±QAt entre les 
limites y„ — A/i, y, -+-A>i; en plaçant devant le nombre 0 , dans la for¬ 
mule (19). le signe qui appartient A la différence X —xet considérant 
par suite r — x. , et ± 0 r, comme deux quantités de même signe. Or, 
il est facile de voir qu'on obtiendra une fonction de t propre à remplir 
toutes ces conditions, si l'on remplace, dans le second membre de la 
formule (19), les polynômes 

± 0<?,(x±0t, ydb&At)±&Ax,(x 3 ztt‘ yàzOAt), 
et 

±0?\(x±0r, y±OAt)±QAx.{*^t> >± 0/40 
par les deux sommes B,-\-AC, et B,-t-AC.i la fonction 
f t (x±tl, y±@At) 

par A,; la puissance (x — x, ± 0 x) M par la valeur numérique de 

IX — xJ". c’est-à-dire par //'*; enfin le rapport ± , 

(,—,.±9 r) 

par l'expression M ,z, ■ — 0*Vt M ~ . A laquelle on peut substituer 
le produit fit' -1 . En conséquence , on pourra prendre 
(ao) C=B l -+-AC,-+-{B k +AC>)H , ‘ + A t i~ . 


l’on en conclura 
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I 1 ') L rdt ~[B,-v-A C, 

Si, au lieu de déterminer la fonction f[x,y) par le moyen de l'é¬ 
quation (i 7 ), on avait supposé 

(“) SM=f. M -H (^ — v. ) / (*-*.)•/. (*■?). 

on aurait trouvé 

j ? (x,y) =<f .<*.(*,)^ i^x-x.)]/^). 

puis, en raisonnant comme ci-dessus, on serait parvenu , pour de petites 
valeurs du nombre aux équations 

M C=B. -i-AC.-t-(B l -+-AC,)H’‘-*-À l [i-hl(t)], 

(25) f/Cdt =[B,a-AC, -h(£.-h, 4 C.)//“] 

Supposons enfin 

(té) f(x. y) — uf, [x.y) -+- vf.(x.y) -t- v/ t [x.y) A-Hcc.... 

{•(x,y). f*[ x -y)> f,(x,y), ••• élant des fonctions nouvelles, qui 
conservent , ainsi que leurs dérivées du premier ordre , des valeurs 
Unies pour *=*., et u. v, w .. . désignant des fonctions de la seule 
variable x. Si l’on représente par 

U, V, 1V . 

les plus grandes valeurs numériques que puissent acquérir 0, v, »■ ... 
entre les limites x=x„, x = X ; par 

MO. MO. MO. 
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ce que deviennent u. v. quand on y remplace .v par .v±6/, 

et par 

C , € lt C t . 

des fonctions positives de t. qui. entre les limites l = o , f=^» sur¬ 
passent constamment les valeurs numériques de f, (/), MO» M*)’ 
&c.. . ; on trouvera. en conservant d'ailleurs des notations semblable» 
à celles dont nous avons déjà fait usage, 

(27) C= ( B.-hAC .) U-^B.-t-AC,) r-b{fi,-t-AGJ JT-h- 

~h A , £*, -+- A * —H A j € y -+- .. - • 

et par suite 

,»?) ffc,h= [(B.+AC.)ù'-(B i ->-AC,)l / -<-(B,->-AC,)ir+...]fi 

Si l'on fait en particulier 

(29) u=zx k , v — x 11 , w — x', &c.... 

A, u, » ... étant des nombres inferieurs à l'unité, les équations (lé) 
et (28) deviendront respectivement 

(3°) /(*»y) = *‘/.(*»>)-+-** A-x’f t {x,y )-+- ... 

(jO //CJt=[[B,+AC,)H x ^{B^AC.)H M i-lBf-ACJH' +...]* 
-+-A, h- A, fi* -t-&c- 

Concevons maintenant que l'on se propose de calculer la valeur de; 
correspondante à x = X, avec un degré donné d’approximation, par 
exemple, de manière que l'erreur commise soit inférieure à une unité 
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di-ciniale de l'ordre ni, c'esl-à-dire , à J • Pour y parvenir, il suffira 
J'jnribuer au nombre J' une valeur telle que l'expression (8) ne sur¬ 
passe pas i et par conséquent, telle que l’on ait 


(I*) 


puis, de prendre pour élémens de la différence X —r, des quantités 
qui soient inférieures, abstraction faite du signe, à ce même nombre. 
Dans le cas où il sera permis de substituer au nombre S) l'expression 
(i:), on vérifiera la formule (32), en supposant 

lîj) * < (>°r (B-*-AC)H ' 

Dans le cas contraire, on facilitera la recherche du nombre J', en rem¬ 
plaçant le nombre S) par l'une des expressions (té), (21), (23), (xS). 

( 30 « .Si l’on adopte en particulier la valeur de f[x,y) que 

fournit l’équation (1 7), on abaissera l'erreur commise au-dessous de 
(~) > 0» choisissant J' de manière à vérifier la condition 


Il4) . 

Si l'on adoptait la valeur de f[x.y) donnée par l'équation (30), on 
devrait à la formule (34) substituer la suivante 

\[{B,+AC,)H K +{B^AC>)H , '+{B i -*-AC i )H’ +..]*) 

Pour faire mieux comprendre les principes que nous venons d'établir, 
appliquons-les A quelques exemples ; et d’abord supposons que la va¬ 
riable y doive vérifier l’équation différentielle 
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( } 6 ) Jy=z cos 

Comme on aura, dans celle hypothèse, 

/ii,y)==cos(^p), »(v./) = x(*./) = -j«" ( JL T 21 )’ 

il est clair que les trois fonclions f(x,y), f(x,y ), £(*,,>'), resleronl 
finies et continues pour des valeurs quelconques des variables x, y. Dt 
plus, les valeurs numériques de la fonction /(x, y) et de ses dérivée» 
étant toujours ou égales ou inférieures aux deux nombres t et — > on 
pourra prendre 



quelles que soient d'ailleurs les quantités représentées par *■„, X et /.■ 
Cela posé, on conclura de la formule (33) que, pour réduire au-dessou» 
de (q-)” 1 l’erreur commise dans le calcul d’une valeur particulière de;, 
il suffira de choisir fi de manière que l’on ait 

( 37 ) * < *„»)-* *~ T ’ 

Concevons, pour fixer les idées, que l'on assujettisse la variable y * 
s'évanouir avec x, et qu'on veuille obtenir à un dixième près la valeur 
dey correspondante à x — 1. On aura, dans ce cas, 

m= ., v,=o./. = o. X—x, X-x. = H= 1; 
et comme la formule (37) donnera 

(38) fi <-i-(2,7t8i8...)“T = o, 104 6 . ... 

on peut affirmer que l'erreur commise sera inférieure à — » si chacun 
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des démens de la differente X — x„ est inferieur à 0,2046. . . Cette 
condition sera remplie, si l'on partage A'—v„=i en cinq éléinens dont 
chacun soit égal à 0,2. Faisons, en conséquence, 

a , = 0,2; x x = 0,4 ; x l = o,6; x + = o.S. 

Les formules ( 4 ) de la leçon précédente donneront 


= — -— = 0,08 =[o,ojcp..)-I-, 

=o,}9p.., ^~ 1 = o,ijp8..=(o,ioi7..)A-- 
^i = °< 59 P"-l- 0 i i> cos (10^,17')= 0,596.., ~ :i =o,239j..= ;o 1 i fiy..) — , 
;,=o,s 96 ..- 4 -o,i.cos(t j\ij’)=o,79i... ^ï = o,j tÎ2..= (o,to2j..), 


0,79 t.. 


t.cos(t j\ij')=o,79i.. 
I. COS (20^,2}') =0,981. 


Donc la valeur cherchée de y différera trcs-peu du nombre 0,981... ; 
et si on la suppose égaie à ce nombre, l'erreur commise sera au-dessous 
d'un dixième. Il est facile de vérifier cette conclusion. En effet, on tire 
de l'équation (36) 

d{ï±L\ 

dy-\-dx = 2 cos* a, -^- =— 10 —; 

c°s‘(A±dL) 

puis, en intégrant les deux nombres de manière que y s’évanouisse 


(39) 7 = tan g(- 1 i^)- y = --*-i- 10 arc tang^- 
Si maintenant on pose a = 1 , on trouvera 

(40) y =. 1 o arc tang (-j-) — 1=0 


>- 97 ) • • • 
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Par conséquent, l'erreur que Ion commettait en prenant le nombre 
o.pS i... pour valeur approchée Je /, était inférieure à un dixième, et 
nu me à un centième. 

Si à lïtjiiniion (36) on substituait la suivante 


f ;v,.»•) = , ?(v,/)=- { T^.lÿ ÿ - %(•'■•>)=- ’ 

Or, les valeurs maxima des rapports f et ^ M ,ÿ ~ tîtanI re P r, - : ‘ 
semées par les deux nombres t et '• est clair que ces deux 

nombres seront toujours supérieurs, le premier à la valeur numérique 
de la fonction /(*,/}, le second aux valeurs numériques des deux fonc¬ 
tions dérivées ?(*,/), x(v,/). ° n pourra donc prendre 

.4= 1. B=C=±£-, B-4-AC— -~p~ > 

quelles que soient d'ailleurs les quantités x„, X et y*. On en conclura 
que pour réduire au-dessous de (-jj-J" l’erreur commise dans le calcul 
d’une valeur particulière de/, il suffira de choisir h de manière à véri¬ 
fier la formule 

M») a< TC" 

On doit remarquer que l'équation (Ji) est du nombre de celles qu’on 
ne sait pas intégrer par des méthodes rigoureuses. 

Considérons encore l'équation différentielle 

(4;) <// = tang (**-»-/* ).dx. 
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(I supposons que In fonction y doive s'évanouir avec x. On pourra, 
tomme on l'a prouvé dans la leçon précédente, se servir des formules 
(.() île la page 5 5 pour calculer les valeurs particulières de y qui cor¬ 
respondront à des valeurs de x renfermées entre les limites —0,9824.. 
et -I- o.pSi.j. . . De plus, tandis que * variera entre ces limites, la 
fonction tang (a- 1 —|— jr* ) restera inférieure à la quantité A=o-6$4--> 
etla valeur de y variera entre les limites 

y, = o et ± (0,9821 ---)/4 =±0,7519... 

[Vcyri la remarque faite à la page 6 2]. Par suite , les valeurs numé¬ 
riques des deux fonctions 

ï{x,y)= 2.v[ 1 —I tang*(jr*— l-> , )3, et X {*■ )') = V [ 1 -Hang‘(A*-h/)] 
ne surpasseront pas les nombres ^ = 3,1158... et £=2,384$... 
Cela posé , on conclura de la formule (33) que l’erreur commise dans 
le calcul d'une valeur particulière de y sera inférieure à si l’on 

prend 


Considérons enfin l’équation différentielle 


«5) Jy = {x L ‘-i-y 1 ‘).J». 

et supposons que, la fonction y devant se réduire à l'unité pour x-=o , 
on veuille calculer les valeurs de y correspondantes à des valeurs po¬ 
sitives de x. Dans cette hypothèse , la formule (16) de la huitième 
leçon donnera 

(46) lti' : + (t + 0/lfl) J =^(t),/l), 

et l’on y satisfera , quel que soit A, pourvu que l’on détermine la quan¬ 
tité positive a par le moyen de l'équation 

(47) rt ‘-+-(t -hAa)‘ —A. 
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Oiii- condition étant remplie, il est clair que, si l'on prend Xzzn 
..h .V < .1 , la valeur de y correspondante à .v = X se trouvera 
comprise entre lis limites i, i -+- A <r . et la valeur de la fonction 
y{\-.y) = -7JT- entre les limites o, — • Cela pose, les quantités dc- 
cijàees par . C. , B, , C, et C. dans la formule ( j j ), se réduiront à 

B,=o, C, = C =[. B : = o, C x — 0-, 


et I on tirera de cette formule 



■W i <1-+- ~' rAH - 2 | (^T/y H" ' | ' 

Si, pour fixer les idées, on suppose a — X ^ H , l'équation ( 47 ) 4 e- 
viendra 


H~+-[i-¥AH)=A. ou [(t-wf//) f —^ H)'=i +H ] -Ht H', 
et l'on en conclura, en extrayant les racines positives des deux membres 
(i +-AH)' — = 

(50) A = -\ 

Lu substituant la valeur précédente de A dans la formule ( 49 ) > on 
obtiendra la condition à laquelle il suffit d’assujettir le nombre i' pour 
que l'erreur commise sur la valeur de y qui répond à x — X—H ne 
dépasse pas 
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DIXIÈME LEÇON. 

Revue de tomes Us Intégrales particulières ou singulières qui peuvent 
appartenir à une Équation dijjéremiel/e du premier ordre. Propriétés 
de quelques unes de ces Intégrales . 


Toutes les fois que les deux fonctions 

/(*./>. « x{x .p) = Æ^± 

restent finies et continues dans le voisinage des valeurs particulières 
r = ï,, y=y. i la méthode exposée dans la septième leçon fournit 
une.valeur de y en x, savoir, y=-f (x), laquelle, étant fonction con¬ 
tinue de x, au moins entre certaines limites, l'une inférieure, l'autre 
supérieure à x., satisfait à la double condition de vérifier l'équation 
différentielle 

(.) dy=f(x.y)dx 

et de seréJuire à y . pour *=*.. De plus, cette valeur de y est une 
intégrale particulière de l’équation proposée [ voyei les corollaires 2.* 
et }. c de la page 57]. J’ajoute que, dans l'hypothèse admise , £(x) 
sera la seule fonction continue de .r qui puisse remplir à-la-fois les 
deux conditions énoncées. Effectivement, si une autre fonction 

jouissait encore des mêmes propriétés, on aurait non-seulement 

mais aussi 




COURS D’ANALYSE. 

=/[*. %)+*-(*)] ÿ(-v 0 )-t-®-(A-.)=y.. 

=/[■'■' ■ î (v)] + ^(.v). Z [^W + ^( t )] . 

? désignant un nombre inferieur A ('unité, et par suite 

w 1 = (3) «*W = °- 

D'ailleurs, si, après avoir posé .v=y,-j-i, l’on attribue à la quantité 
; une valeur infiniment petite, ou, ce qui revient au même, si l’on fait 
converger x vers la limite x.. la fraction 

•(») _ •(*.-*->) 

*’(«) — 

finira par obtenir, comme son numérateur, des valeurs sensiblement 
nulles [ voyez I e 4* théorème énoncé dans l'addition placée à la suite 
du tome l. er ], tandis que la fonction x[x, $(x) -+- 8 -or (.v)] conver¬ 
gera vers la limite x( x »'X‘)- ^ ir conséquent, la formule (2) entraînera 
l'équation 

(4) . =0 ”X(x../.). ou x(^.A) = T. 

qui ne saurait s'accorder avec l'hypothèse admise. 

On peut, au reste, même dans l’hypothèse admise, concevoir di¬ 
verses fonctions de x qui, étant également propres à remplir les con¬ 
ditions énoncées, coïncident dans le voisinage de la valeur particulière 
x=x t , et divergent pour certaines valeurs de x sensiblement différentes 
de x Il peut même arriver que plusieurs de ces fonctions restent 
continues pour toutes les valeurs de x. Ainsi, par exemple , si l’on 
assujettit la variable y, 1.' A vérifier l’équation différentielle 

(5) (x-t-t)dy— (y-4-i)-/jf=o; 

2.* A s’évanouir avec x, les deux fonctions continues 
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(fl 


(7) y = 7 (*-i + /i.-h)‘] 

satisferont l’une et l’autre aux conditions prescrites. Comme le radical 
j/(,-i-i)* est censé représenter, dans tous les cas, une quantité posi¬ 
tive, il est clair que la accoude valeur de_y coïncide avec la première, 
tant que l’on suppose » -H positif, et se réduit à y -=.— 1 , dans le 
cas où X-+-I devient négatif. 

Lorsque l’on permet à la variable y, considérée comme fonction de 
*. de 1 varier d’une manière brusque pour certaines valeurs de x. il de¬ 
vient facile de la faire coïncider successivement avec plusieurs inté¬ 
grales particulières semblables à celles que l’on déduit de la méthode 
exposée dans la septième leçon. Soient, en effet, 

(8) , = .; = /.(x), 


plusieurs intégrales de cette espèce. Si l’on veut que y coïncide avec 
la première de ces intégrales, depuis x ~—00 jusqu'à jr=jr,, avec 
la seconde depuis * = *, jusqu’à x = jr,, avec la troisième depuis 

x —x, jusqu’à x~x i ..enfin avec la dernière depuis jr=x„ 

jusqu’à x = -t-oo, il suffira de supposer 






On pourrait encore admettre que les formules (8) représentent, les unes 
des intégrales particulières, les autres des intégrales; singulières de l'é¬ 
quation (1) ; auquel cas, la valeur de y fournie par l'équation (9) 
coïnciderait successivement avec des intégrales de ces deux espèces. 
Ainsi, par exemple, étant proposée l'équation différentielle 


( 10 ) 


dy = (f)*4r. 
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ou reconnaîtra sans peine que la fonction 

(") ; = t(» + i/7) 

coïncide, pour louies les valeurs positives de x, avec l'intégrale par¬ 
ticulière y = v , et pour toutes les valeurs négatives <lc x, avec l'in¬ 
tégrale singulière y = o. 

Il 11e sera pas inutile de faire observer que la formule (7) est comprise 
dans la formule (p), de laquelle on la déduit, en supposant 

Ajoutons que, dans le cas où les formules (S) représentent des intégrales 
particulières de l'équation (1), la formule (p) doit être censée comprise 
dans l'intégrale générale, de laquelle on la déduit, en attribuant à la 
constante arbitraire la valeur la plus étendue qu'on puisse lui donner 
d'après les principes établis dans les vingt-sixième et vingt-septième 
leçons de la première année. Soient, en effet, 

(«») y = f(x,C) 

l'intégrale générale de l’équation (1), et r,, r,, r, ... r, les valeurs 
particulières de la constante arbitraire G qui font coïncider cette inté¬ 
grale générale avec les formules (S). Pour réduire la formule (ta) à la 
formule (p), il suffira de prendre 


Soit maintenant 

(«4) 


S[x) 

/[*.*(*)]. *[*.*(*>] 


une fonction quelconque de x propre A vérifier l'équation (r). Si cha¬ 
cune des fonctions 
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reste finie et continue pour toutes les valeurs possibles de x, ou du 
moins pour toutes les valeurs comprises entre certaines limites , 011 
pourra prendre à volonté l'une de ces valeurs pour celle que nous avons 
représentée ci-dessus par et en conséquence yz=.3(x) coïncidera, 
au moins pour des valeurs de x comprises entre certaines limites, avec 
l'une des intégrales particulières que nous avons considérées dans les 
trois dernières leçons. Donc y — *(x) ne pourrait être une intégrale sin¬ 
gulière, ou une intégrale particulière toujours distincte de celles dont 
nous venons de parler, que dans le cas où l’une des deux fonctions 

(t S ) =/[*,#(*)] et *[*,%)] 

cesserait d'être finie ou continue pour toutes les valeurs possibles de la 
variable x. Or cette condition ne peut être remplie que dans le cas où 
les expressions (15) deviennent constamment infinies ou indéterminées; 
et comme la fonction #’(x) =/[*, ^(.v)] ne saurait être constam¬ 
ment infinie sans qu’il en fût de même de &(x), nous devons conclure 
que, si l’intégrale (14) est toujours distincte de celles que l’on a consi¬ 
dérées dans les trois dernières leçons, et si l’on n’a pas /(a) = ±00, 
quel que soit x, la fonction S (x) vérifiera, pour toutes les valeurs de x, 
l’une des formules 

(.6) /[,.*(,)] = -5-, X MM] = 4-. xMM] = -h; 

en d’autres termes , l’intégrale ( 14) vérifiera l’une des équations 

(, 7 ) /(*.,) =-h. (, 8) X (*,jO = -r. 

ou bien l’équation 

TTT7T °* 

Si l’intégrale y = #(x) ne devait demeurer entièrement distincte 
de toutes celles que nous avons considérées dans les dernières leçons, 
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qu'autant que la valeur de .r resterait comprise entre certaines limites 
on pourrait encore affirmer que cette intégrale vérifie l'une des formule 
(io), mais seulement pour les valeurs de x renfermées entre les limite 
dont il s’agit. 

Si l'on applique ces principes généraux aux deux équations diffé¬ 
rentielles 

(10) = (a.) Jy=zyl{y)Jx. 

on trouvera successivement 

/(x f/ ) = (f)i, /(-r .,)=,/(/). 

*(*•>) = -TTH"’ *(*./)=»+/(,). 

Les quatre fonctions qui précèdent ne deviennent indéterminées pour 
aucune valeur de la variable y considérée comme fonction de x. Mais 
les dcu\ dernières deviennent infinies, et par conséquent la formule 
(tp) se trouve vérifiée, quand on attribue à cette variable la valeur 
y— o, laquelle est une intégrale singulière de l’équation (20), et une 
intégrale particulière de l’équation (21). 

Supposons encore 

(îi) 4 y — y 

sus ^ 

Dans cette hypothèse, les formules (17), (18) et (ip) se trouveront ré¬ 
duites i 
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Or les expressions qui constituent les premiers membres des formules 
(23) et (24) ne peuvent devenir indéterminées qu’aiiiant que la fonction 
iin— le Jevient elle-même, c’est-à-dire, dans le cas où l’on prend 
—=±00, y^o. D’ailleurs , si l’on pose 


(16) 



«désignant un nombre entier quelconque, et r une constante indéter. 
minée, on aura, à très-peu près, pour des valeurs considérables de a, 



Donc la valeur de y tirée de la formule ( ié) et correspondante à 
n=oo, savoir y = o, produira effectivement une valeur indéterminée 
-1 du rapport * , • Il serait également facile de prouver que cette 
valeur de y vérifie la formule (24). Ajoutons qu’elle satisfait, comme 
intégrale particulière, à l’équation (22), qui a pour intégrale générale 



n désignant un nombre entier quelconque. 

Quant à la formule (25), on en tirera sinj- = o, ~~±nir, 

(*$>) y = —-rri 

Les valeurs de y fournies par cette dernière équation seront des in¬ 
tégrales singulières de l’équation (22). On doit seulement excepter la 
valeur y =■ o, qui correspond à n = 00. 

Si, au lieu de l’équation (22), on avait considéré la suivante: 
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(jo) Jy = -- r . 

y sin; _ ce¬ 
la formule (17) serait devenue 



Il est aisé de s’assurer tju'on satisfait encore à celle-ci par la valeur 
y — o considérée comme limite d'une valeur de la forme 

_ ±1 

Mais, dans le cas présent, la valeur ^=0 est une intégrale singulière 
de l'équation différentielle proposée, qui a pour intégrale générale 

(32) y sin x-h C. 

Au reste, quoique la formule y— o, considérée comme intégrale de 
l’une des équations différentielles (20), (îi), (22) ou (30), ne soit pas 
semblable aux intégrales particulières dont nous avons parlé dans les 
trois dernières leçons , néanmoins il est facile de voir que cette même 
intégrale peut se déduire de la méthode fondée sur l’emploi des équa¬ 
tions ( 4 ) de la page 55. En effet, si l’on suppose généralement que 
f(x,y) s’évanouisse, quel que soit jr, pour une valeur nulle de y , on 
tirera des équations (4), en prenant y.=o , 

y,=y. = o, y,—y, = o, . Y = y._, = o; 

puis, en écrivant y au lieu de Y, on obtiendra l’intégrale proposée 
y = 0. 

Ajoutons que cette intégrale se trouve comprise dans la formule 
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à laquelle on parvient en opérant toujours de la même manière ; dans 
le cas où une valeur nulle de y rend indéterminée la fonction f(x,y). 
Remarquons enfin que, dans le cas oit l'équation (1) a pour intégrale 
singulière la formule y =: o, et pour intégrale particulière une autre 
valeur de y qui s’évanouit avec .y — *„ sans être constamment nulle, 
011 peut déduire ces deux valeurs de y des équations (4) de la page 5 5, 
savoir, la première valeur en prenant pour y. une quantité rigoureu¬ 
sement nulle, et la seconde valeur en prenant pour y. une quantité 
infiniment petite. 

II est essentiel d'observer que la fonction représentée dans les for¬ 
mules (18) et ( 19) par % (y, est précisément ce que devient le 
coefficient différentiel 



quand on y considère y comme une fonction de y et de y déterminée 
par la formule 

( 34 ) / = /(*,/)• 

Si l'on proposait d’intégrer non plus l'équation (1), c’est-à-dire, une équa¬ 
tion différentielle résolue par rapport à —■ * mais la suivante , 

( 35 ) ^[x.y, £•) = <>, 

il suffirait, pour obtenir la fonction x( v »substituer dans l'ex¬ 
pression (33) la valeur de y , en x et y, tirée de la formule 

(36) F[x, y, y) = o. 

D'ailleurs, si l’on désigne par 

•(*./»/). x [*’y‘/)‘ nx.y.y) 

les trois dérivées partielles de F(x, y, y) par rapport aux trois variables 
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. . y, les valeurs de / et -fy tirées de la formule (36) vérifieront 
i\ iJemmcnt l'équation 

x(*.v,/) + nw)4f= 0 . 


tj") 4 — *1 y\ ' 

Par conséquent, si l'on passe de l'équation (1) à l'équation (35). les 
formules (1?) et (tp) devront être remplacées par les suivantes , 


( 5 ?) 


(39) 


— 0 . 
x(M,jr.y) — ' 


dans lesquelles il fauJra considérer / comme une fonction des variables 
v et y déterminée par l'équation (36). 

Concevons, pour fixer les idées, que l’équation (36) se réduise à la 
formule ' 11) de la troisième leçon, c’est-à-dire à 


(jo) Y = v/ -+-/(/). 

Dans celte hypothèse, les équations (37) et (39) deviendront respec¬ 
tivement 


U’) = ,v/v) » (4^) -v-h /'(/) = «! 

et l’élimination de y entre les formules (4o) et (4 î) produira les inté¬ 
grales singulières de l’équation (4o). 
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ONZIÈME LEÇON. 

Sur 1rs Caractères distinctifs des Intégrales singulières d'une Équation 
différentielle du premier ordre. 


Supposons que l'on se propose d’obtenir les intégrales singulières 
Je l'équation différentielle 

(') Jy=f(x.y).Jx t 

et soit xi*'?) ,a dérivée de la fonction f(x.y) par rapport à la va¬ 
riable y. D'après ce qui a été dit dans la leçon précédente, il suffira de 
chercher les valeurs de y en .v qui auront la propriété de rendre l'une 
des fonctions /(.v,y), %(.v, y) indéterminée, ou de vérifier la formule 



et qui satisferont en même temps à l’équation (t). De plus, comme 
les valeurs de y en .v qui rempliront cette double condition pourront 
cire ou des intégrales singulières , ou des intégrales particulières , il 
faudra trouver un moyen de distinguer ces deux espèces d'intégrales. 
Cette distinction ne présente aucune difficulté dans le cas où l'intégrale 
générale est connue. Dans le cas contraire, on peut l'efTectuer à l’aide 
des propositions suivantes. 

Théorème i .' r Pour décider si une iuileur Je y eu x, savoir, 

( 3 ) y = *(*) 

est une intégrale particulière ou singulière Je 1'équation (1), il suffit efexa- 


U) 
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est une intégrale particulière ou singulière de l'équation 

(5) d Z = j /[.v, ÿ(.v) -+- Z ] -/[ v, ^ (v) ] i -/.v. 

Démonstration. En effet, y = -> (jt) devant, par hypothèse, vérifier 
l'équation (i), l'on aura 

( 6 ) d$(x)z=f[x. S(x)].Jx. 

Soit d’ailleurs 

(7) F{*.y) = e 

l’intégrale generale de l’équation (i). Si l’on pose dans cette équation 

( 8 ) , = /(*)-+- Z , 

et si l’on a egard à la formule (6), on obtiendra l’équation (5), à la¬ 
quelle on satisfera en prenant 

H) 2=o. 

et qui aura pour intégrale générale 

(9) /■[,,%)+ Z ] = é?. 

Or il est clair que y=S(x) vérifiera l’équation (7), lorsque 1=0 
vérifiera l’équation (p), c’est-à-dire, lorsque la fonction F[x, f[x)] 
se réduira d’elle-mcme à une quantité constante. En d’autres termes, 
y = if[x) sera une intégrale particulière de l’équation (1) lorsque Z = 0 
sera une intégrale particulière de l'équation (j), et réciproquement. 
Donc, &c. 

Corollaire. Comme il est indifférent de représenter la fonction in¬ 
connue de x propre à vérifier l’équation (j) par la lettre Z °u P ar 
la lettre y, il résulte évidemment du théorème 1." que, pour déter¬ 
miner la nature de l’intégrale y — 3{x), appartenant à une équation 
différentielle du premier ordre entre les variables jt et y, il suffit de 
déterminer la nature de l'intégrale / = o , appartenant à une autre 
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(/quation différentielle du premier ordre entre les memes variables. 
Ainsi la question peut toujours être ramenée au cas où l'on aurait 
identiquement S(x) = o. Ajoutons que dans ce dernier cas elle se 
résout immédiatement à l’aide des théorèmes que nous allons énoncer. 

Théorème i. c Soit a. une quantité infiniment petite, et fi une aune 
quantité infiniment petite, tellement choisie que la fonction f[x,y) conserve 
constamment le même signe entre les limites y = <t, y—fi- Si la formule 

(.0) 7 = O 

vérifie, comme intégrale singulière, l'e'quation (i). fintégrale Jéfinie 

«"> /’ 7&T- 

prise par rapportla seule variable y, entre les limites Joui il s'agit, aura 
elle-même une valeur infiniment petite. 

Démonstration. Représentons toujours par la formule (7) l'intégrale 
générale de l'équation (1); et soient d’ailleurs 

*(*./). *(*,/) 

les deux dérivées partielles de la fonction F(x,y) par rapport aux 
deux variables x et y. On tirera de l’équation {30) de la 4 -* leçon , 
en y remplaçant u par F[x,y), Q par l'unité, et P par —f(x.y), 

Cette dernière formule étant identique, si l’on intègre ses deux membres 
par rapport à la variable 7-, entre les limites y=a,,y=fi , on trouvera 

(, 3) F(x, fi) - F{x. *) = -// * (x, y) fa. 

Si d'ailleurs on représente par fl un nombre inférieur à l’unité, on aura, 
en vertu de la formule (13) de la 23.* leçon [tome 
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pi.ii fort tirera des formules (13) et (14) 

r & ± 

' >' J* 

De plus ; = o, liant, par hypothèse, une intégrale singulière Je 
l'équation (1). 11e pourra vérifier l'équation (7). En d'autres termes, 
lexprcssion /•’( v, o) ne pourra obtenir une valeur finie et constante, 
in: bien une valeur constamment infinie. Donc F(x, o) devra être né¬ 
cessairement une fonction finie de la variable x, et sa dérivée 

* ( ,, 0) = j'£iiJ± 

se réduira elle-inême à une fonction finie de x, ou, tout au plus, si 
la fonction / o) est linéaire, à une constante finie différente de zéro. 
Far suite, le rapport 

- />,/» 

s'évanouira pour /3 = i=o; d’où l’on conclut, en admettant la 
continuité des fonctions F(x,y), «I» (a-,^ y), dans le voisinage de^^zo, 
que le rapport dont il s’agit, et l’intégrale (tt) équivalente à ce rap¬ 
port, obtiendront, en mime temps que les quantités / 3 , des valeurs 
infiniment petites. 

3.' Théorème. Si, la formule y =■ o étant propre à vérifier T équation 
( 1 ), l'intégrale (11) obtient 1:11e valeur infiniment petite , y = o sera une 
intégrale singulière de l'équation différentielle proposée. 

Démonstration. Supposons, en effet, que l'expression (11) ait une 
valeur infiniment petite. L’intégrale définie 

"A Sé 707,7 ■ 
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que Ion >1 doit Je cette expression en substituant y à y 3 , 11e pourra 
être iju’une fonction finie et déterminée Jes variables a-, y; et l'on 
devra en Jire autant Je l'intégrale J'J' ’ *l" e *' on Client en 

remplaçant, Jans l'expression (16), la quantité infiniment petite et par 
sa limite, c'est-à-dire, par zéro [rojrj le théorème énoncé à la page 100 
du tome J.*']. Cela posé, soit 

(| 7) f„ ?ü6r = f(r '^ 

Désignons d’ailleurs par £ une valeur particulière Je a, et par 
(«8) y = f(x,C) 

l'intégrale générale Je l’équation (1). On aura identiquement, en vertu 
de l'équation (1), 

M JS[x,C)= f[ X J(x,C)).Jx; 

puis, en vertu de la formule (17), 

f. , 7râr = t ■"<*•>>=7cfcr 
zru,r(., C) ] = 7 

et par suite , 

M zr[{./(.,e)j=^g^|!] .j,. 

On tirera Je cette dernière, en désignant par h un accroissement arbi¬ 
traire Je a, et par 6 un nombre inférieur à l'unité, 

(■ 0 ni *{*+*. Q}-( [l % G)] = h ; 

puis, en posant }j = x-t-8 h, on trouvera, quelles que soient les quan¬ 
tités a . /; et G, 
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(2 2) f [v -+- 6/,. *{ X -+- 0 J, (?)] — f [.V -h 6 A, «?(.V. C)] = h. 

Il est maintenant facile de prouver que, dans l'hypothèse admise, y =o 
est ii:-c intégrale singulière. Car, si l'on pouvait déduire cette inté¬ 
grale Je la formule (tS), en attribuant à la constante C une valeur 
particulièie c. il suffirait de prendre C=c, pour réduire la formule 

(22) à la suivante 

(23) h = f(-v -+- 0//, o) — f(x -h 6A, o) = o ; 

et cette dernière ne pourrait évidemment subsister, la valeur de h 
devant rester arbitraire, qu’autant que son second membre, au lieu 
île se réduire à zéro, comme il arrive toujours quand f (v, y) désigne 
une fonction finie et déterminée des variables x, y, se présenterait sous 
une forme indéterminée, ce qui arriverait nécessairement si la fonction 

{[x ' y) =/ /(w) 

devenait indéterminée ou infinie. A la vérité, y—o ne vérifie l’équa¬ 
tion (1) que dans le cas où la fonction /(.v, o) obtient une valeur 
nulle ou indéterminée ; et comme alors le second membre de l’équa¬ 
tion (21) se réduit à -j-, il semble, au premier abord, que l’on ne 
devrait pas étendre l’équation (22) à une intégrale particulière de la 
forme 

/ = '(*. 0 = o. 

Mais, pour s'assurer que cette extension est légitime, il suffit d’ob¬ 
server que l’équation (22), subsistant pour toutes les valeurs de G 
différentes de c, 11e cessera pas d’étre vraie tandis que C convergera 
vers la limite c, et q::e la différence C— c deviendra infiniment petite ; 
d'où il est permis de conclure que cette équation subsistera encore 
quand la différence C—c deviendra rigoureusement nulle. 

Corollaire. II suit des théorèmes 2 et 3 que , pour décider si la 
formule y— 0 vérifie comme intégrale singulière, ou comme intégrale 
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particulière, l'équation (i), il suffit d'examiner si la valeur de l’intégrale 
definie singulière 

(n) r 0 iy -. 

est ou n'est pas une quantité infiniment petite, x étant considérée 
comme constante, et cl, (i désignant deux limites infiniment petites 
Je y, entre lesquelles la fonction f[x,y) ne change pas de signe. 

Si l'on considère, par exemple, les équations différentielles 

(M) = (*5) 

Jéji traitées dans la leçon précédente, on trouvera que l'intcgrale (i i) 
se réduit, pour l’équation (a4). ^ ' a quantité infiniment petite 

(16) f a b (-l)" Jy= *•). 

et, pour l'équation (ij), à l’expression 

w // 7fer='W] 

qui converge vers une limite indéterminée, tandis que <t et /3 con¬ 
vergent vers la limite zéro. Par conséquent, il résulte du corollaire 
ci-dessus énoncé que la formule y —o vérifie comine intégrale singu¬ 
lière l'équation (24), et comme intégrale particulière, l'équation ( 25 ). 
C'est, au reste, ce que nous avons déjà reconnu, à l'inspection des 
intégrales générales des équations différentielles dont il s’agit. 

Considérons maintenant une équation différentielle dont l’intégrale 
générale ne puisse s’obtenir sous forme finie, et prenons pour exemple 

( 18 ) dy—{y-^i\ny)[x-^l(y)].dx. 

Dans ce cas, l'expression (11) deviendra 
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Pour que la fonction comprise sous le signe f dans l'intégrale (ap) ne 
change pas de signe entre les limites y=<L, y=(i supposées infini¬ 
ment petites, il est nécessaire et il suffit que ces limites soient Jeux 
quantités Je même signe. Cette condition étant admise, Iexpression 
(ip) sera équivalente [ w>;rj la formule (13) Je la page pz du tome I."] 
à un produit de la forme 



n désignant une valeur de y comprise entre les limites <t, /3, et par 
conséquent très-rapprochée de zéro. Cela posé, comme on aura, i 
très-peu près, 




l’intégrale (ip) se réduira sensiblement à 



Cette dernière expression devenant indéterminée pour des valeurs infi¬ 
niment petites de a, et de / 3 , nous devons conclure que la formule 
= 0 vérifie comme intégrale particulière l'équation (a8). 

En ayant égard au premier théorème, et raisonnant sur l'équation ( 4 ), 
comme nous l'avons fait sur l’équation (1), on établira immédiatement 
la proposition suivante. 

4.* Théorème. Pour de’cider si la formule 
>=*{*) 


(i) 
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vérifié comme intégrale singulière , ou comme intégrale particulière , l'équa¬ 
tion (i), il suffit d'examiner si la valeur Je l'intégrale définie singulière 

est ou n est pas une quantité infiniment petite, x étant regardée connue cons- 
Unie, et a., fi désignant deux limites infiniment petites Je i, entre lesquelles 
h fonction comprise sous le signe / dans l'intégrale (32), ne change pas de 
ligne. 

Corollaire s," II est clair que , dans ce théorème, on peut sans 
inconvénient substituer à l’intégrale (32) l'intégrale équivalente 

( 33 ) r fw * 6 

Corollaire 3.' Le rapport 

/[».*(»> -f tJ 

pouvant être considéré comme le produit des deux fractions 

’ T’ 

et l’intégrale définie singulière 



étant équivalente à / > il résulte de la formule (13) de la page 91 

[tome I."] que l’expression (32) peut être remplacée par la suivante, 

(34) /i«.*(*> 1- ci-/[«.»(•)] / ("^) ’ 

Ç désignant une valeur infiniment petite de j comprise entre les limites 
& et (i. Or, la quantité /(— ^ étant indéterminée pour des valeurs 
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infiniment petites de <t et de / 3 , l'expression (34) ne pourra devenir 
infiniment petite, qu’autant que le rapport 


(3 5 ) 




deviendra le même ou nul, ou indéterminé pour Ç = o. De plus; 
comme les deux termes de ce rapport s'évanouissent avec Ç, sa véri¬ 
table valeur correspondante à Ç=o sera équivalente [voyrj la 6 .‘ leçon 
du Calcul différentiel] à celle de la fraction 


c'est-à-dire, à fa quantité 

(3<5) TkTÏÏTT* 

Donc, en vertu du théorème 4. formule ne pourra satis¬ 

faire, comme intégrale singulière, à l'équation (1), que dans le cas où 
l'expression {3 6) sera nulle ou indéterminée, et par conséquent dans 
le cas où la supposition yz=f(x) vérifiera l’une des conditions 


( 37 ) 


X (*</) = 


( 38 ) 


xfw) ' 


Donc, parmi les équations (17), (18), (19) de la leçon précédente, 
les deux dernières seront les seules qui puissent fournir des intégrales 
singulières de l'équation différentielle proposée, et la recherche de ces 
intégrales singulières 11'exige pas que Ion détermine les valeurs de / 
qui peuvent rendre indéterminée la fonction /(*,/)• 
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DOUZIÈME LEÇON. 

Méthodes diverses qui peuvent être employées au Calcul numérique 
des Vtleurs particulières de la variable y considérée comme fonction 
de x, et déterminée par une Equation différentielle du premier ordre . 


La méthode que nous avons développée dans les 7/, 8/ et 
leçons n’est pas la seule à l'aide de laquelle on puisse effectuer l'inté¬ 
gration par approximation des équations différentielles du premier ordre. 
Plusieurs autres méthodes , que nous allons faire connaître, peuvent 
être employées au même usage ; et en général elles méritent d’étre pré¬ 
férées , parce qu’elles resserrent les limites entre lesquelles les valeurs 
des inconnues se trouvent comprises. 

Concevons toujours que, la fonction y étant assujettie, 1.® à véri¬ 
fier l’équation différentielle 

(.) dy=f(x,y)dx; 

1.’ à prendre la valeur particulière y. pour x ~x ,, on demande une 
autre valeur particulière de y, savoir, celle qui correspond à x=X. 
Supposons d'ailleurs, pour plus de commodité, que X soit renfermée 
entre les limites x 0 , x.-l -a, les quantités a et A étant choisies de 
manière à vérifier la formule (16) ou (18) de la 8.* leçon. Enfin, dé¬ 
signons par y — d(x) la fonction inconnue de x propre à remplir les 
deux conditions ci-dessus énoncées. Cette fonction, ainsi qu’on l’a 
déjà remarqué [page 62], croîtra ou décroîtra toujours depuis x—x, 
jusqu’à x-=.X, sans pouvoir dépasser la limite y,s-Aa ou y,—Aa . 
De plus, comme on aura, en vertu de l’équation (1), 
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(2) AS[x)=f[x.t{x)].dx. 

on en conclura, en intégrant les deux membres de la formule (i) 
entre les limites x = X, 

( 3 ) - #(*.) =/*/[*’ m-'*- 

L'intégrale qui forme le second membre de la dernière équation est 
équivalente A la différence X — x. multipliée par une moyenne emre 
les diverses valeurs que reçoit la fonction f[x, tandis que l'on 

fait varier x entre les limites x„ X, ou, ce qui revient au même, 
pour une moyenne entre les diverses valeurs que reçoit la fonction 
f(x,y), tandis que l’on fait varier x entre les limites x., X et y entre 
les limites £(*.), -’{X). Comme cette moyenne peut être représentée 
par une expression de la forme 

( 4 ) / 1 .v.-H 0 (*-*.)• 

0 et 0 désignant deux nombres inférieurs à l'unité, on tirera de II 
formule (3), en écrivant y. air lieu de 

(5) SW-y.={X-x.)f\x.-*-t{X-x.). y.-hO[*(X)-y.]\. 

L’équation (5), sans donner la valeur exacte de la quantité incon¬ 
nue $(X), fournit le moyen de substituer aux limites y ., y.±Aa, 
dautres limites, souvent trcs-rapprochées, entre lesquelles cette quan¬ 
tité se trouve comprise. Admettons, par exemple, que la fonction 
y — 3 (x) étant assujettie, t.* à vérifier i'cquation différentielle 

(d) J y = cos ( JL ~) ■ 4 * ! 

a.* A s’évanouir avec x, on demande la valeur de f(x) correspondante, 
à x=t. La formule (5) deviendra 

(7) '<■>=«» (itiïSl). 
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Les nombres fl et O devant rester compris entre zéro et l’unité, on 
reconnaîtra facilement que la valeur de ^(i), déterminée par la for¬ 
mule (7), est positive; quelle diminue, tandis que l'on fait croître les 
nombres fl, O, enfin quelle est comprise entre les valeurs de Y four¬ 
nies par les équations 

(8) Y = cos(o), Y= cos(-^il). 

La première des équations (8) donne immédiatement Y— 1. Quant à 
la seconde, on la résoudra facilement par des approximations suc¬ 
cessives, en passant de la valeur approchée Y~ I, à des valeurs de 
plus en plus exactes, et dont chacune soit formée par la substitution 
de la valeur précédente dans le second membre de l'équation dont il 
s'agit. On trouvera, en effet, 

pourri. ,LLl=o,4 =(o.ij4<..);.co»(^)=cos{i5 J ,4é')=o,9iio.., 
pour > = 0.9110... ^=o.)84i.=(o.i41î..)-.to»( !: *'-)=co»(i4 J ,4j , )=o.9i7i.. 1 
pour )—0.917 1 ■ -y-=o,»8 j 4 -=(o.a 45 )••);> t 0 S (-Y-) =C 0 S ( 53 1=0.9»éS... 
pour )'=o.fî66... ~=o.j8jj..=(o 1 ï4j*..)j,cos( , ^-)=<04(j4 J .si) = o,9»É 7 ... 

Il résulte de ces calculs que la seconde des équations (8) donne à très- 
peu près 'y == 0,916... Par conséquent, la valeur de ^(i) déterminée 
par la formule (7), sera comprise entre les limites 1 et 0,926... Si Ton 
prend la demi-somme de ces limites, savoir, 0,963.. pour valeur de 
l'inconnue ^(1), l’erreur commise sera inférieure à la demi-différence 
J- 0.9K... =0>0}6 _ 

On vient de montrer, par l’exemple précédent, comment on peut 
déduire de l’équation (5) une valeur approchée de ■''{X ), avec les 
limites de l’erreur commise. Si l’on veut augmenter le degré de l’ap- 
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proximatîon, il suffira de substituer à l'équation (5) un système Si. 
quations de même forme. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

Si l’on désigne par x,, x,... .v«_, , n valeur différente de x com¬ 
prise entre les limites x t et X, on tirera successivement de l'équation 
(2) intégrée, i.* entre les limites .v„, x, ; 2.“ entre les limites jt, , 

&c.. . . ; enfin entre les limites , X , 

/(*,) -y. = (x, - x,)/\ x . H- 0„ (.V. - x .), 7 . -f- 0. [/(*. ) -7,] I. 

&c. 

f(X)—f[Xm_,)=(X-X._,)f\x._,-*- 9 M _,(X-X u _.), 

0,, 0.0„_, , 0., ©,, ... , désignant des nombres incon¬ 

nus, mais tous inférieurs à l'unité. Cela pose, en raisonnant sur la 
première des équations (9), comme nous l'avons fait sur la formule 
(5), on obtiendra facilement deux limites entre lesquelles sera renfer* 
niée la quantité <?(.v,). Ces limites étant calculées, on tirera de la 
seconde des équations (9) deux nouvelles limites qui comprendront 
entre elles la quantité ^(.v,); et, en continuant de la même manière, 
on finira par déduire de la dernière des équations (9) deux limites qui 
comprendront entre elles la quantité cherchée $(X)' 

Si l’on applique cette méthode générale à l'exemple déjà cite, et 
que l’on partage la différence X — x, — 1 , en cinq élémens dont 
chacun soit égal à 0,2, les équations (9) deviendront 


*(0,2) = 0,2. COS 

f(n r ,) — n., .r»« I j t 

( 10 ) /(o.6)-/(o,4) = 0 , 2 .c 0> ^-*-tM.».-^/(o..1)-«-e.[^(o.6)-fM)]j t 

/(,) — ■ f(n fl) —0.2 rnc ^ 8 -*-°^-».H-^(o,8)- ( -0jy(.)-^O.8)l j 
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De plus, comme les nombres 0 ., 0 ,, 0 ,, 0 ,, 0 4 ; ©„, 0 ,, ©,, ©,. © 4 
doivent tous rester inferieurs à l’unité, on s’assurera facilement que 
les valeurs des quantités 

*(0.2), *(0.4). *(o,<>), *(0.8). *(.) 

fournies par les équations (4) sont renfermées entre les valeurs de 


*■ • *»• h’ /♦» Y 

fournies par les deux systèmes d’équations 



Or, on tirera successivement des formules (il), 

(13) /.=<>.*. 

/,=o,35>93... = 0,35168.., 74=0,7*11... r=o,;8io..; 
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et des formules (12), 

(« 4 ) >, = o, 1993.., 

/, = o,3968... >, = 0,3911... >+ = 0,7812... Y— 0,9659— 

Si l’on prend la demi-somme des nombres 0,9810.. et 0,9659.., 
savoir, 0,9735... pour valeurs de l'inconnue ( 1 ), ,1’erreur commise 
sera inferieure à la demi-différence 

_ o, 98 ,o...-o.,6,,... =0(0o8 _. 

Revenons maintenant à l'équation (1), et supposons que la fonc¬ 
tion /( x,y) croisse ou décroisse constamment, t3iidis qu'en attribuant 
à v une valeur finie, comprise entre les limites x„, X , on fait varier 
> depuis >=> 0 jusqu’à >=>. zt Ait. Désignons d’ailleurs par 

la valeur de l'intégrale indéfinie 

f/(*’>) • 

dans laquelle > est considérée comme constante. Observons enfin que, 
dans le cas où trois fonctions de a-, représentées par u, v. * vérifient 
les conditions v>u et v<r, ou, ce qui revient au môme, les conditions 
y — « > o et »' — v <0 , 

pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites x = x,, x = X, 
les deux expressions 

X [u—v)dx=£ * u Jx—J~ t X vàx X (u—y)dx— J", X udx—J'J' fdx\ 

sont, en vertu de la formule (19) de la 22/ leçon [ tome I.* r ], des quan¬ 
tités de même signe, et que par suite la seconde des trois intégrales « 
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r-'- />■" 

obtient une valeur moyenne entre celles de la première et de la troi¬ 
sième. Comme, entre les limites dont il s'agit, la fonction /[x, ^(x)] 
sera constamment supérieure à l'une des expressions 

/[*.*(*.)]. /[».*(*)]. 

et constamment inférieure à l’autre, il est clair que l'intégrale qui forme 
le second membre de l'équation (3), aura une valeur moyenne entre 
celles des expressions 

*A*- *<?.) ] ** = F[X. S(x.) ) - F[x., %.)]. 

f i X /[x.^X)]dx = F[X. HX)]— F[X. J(X)]i 

d’où il résulte quelle pourra être représentée par une autre expression 
de la forme 

( J //!*.*(*.)-»-©[*( x)-*ix.)]\:éx 

I =F\X. t(x,)+e>[f(X)-J(x.) | -F\x„ f(x,)+e[f(X)-!f(> r.)] I ; 

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. Donc l'équation (j) pourra 
être remplacée par la suivante : 

.J /(*)-/(,.) = 

\ F\x. #(.v.)-H 0 I- F\X ../(*o-|.0[y(Ar)W(».)]1. 

On prouverait avec la même facilité que, dans l'hypothèse admise; 
les équations (9) peuvent être remplacées par d'autres équations de la 
forme 
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H *.)—* = 

F\ *. •J'» H- Q. [*(*.)-/.] | — F\ k.. y . -+- 0. [*(*,)-/.] I ; 

/(*.)-/(*,) = 

&c. 

/(*)-/(»_,) = 

0., 0,;... ©,_, désignant encore des nombres inférieurs à l’unité. 

Les équations (i 6 ) et (17), comme les équations (5) et (9), four¬ 
nissent le moyen de déterminer des limites souvent très - rapprochées, 
entre lesquelles la valeur de f (X) se trouve comprise. 

Concevons, pour fixer les idées, que l'on considère de nouveau 
l'exemple déjà cité. On aura, dans ce cas, 

f(x,y) = cos (—• /eos (—y^“) = J sin ( * •+■ €0n,t ‘ • 

et Ton pourra prendre, en conséquence, 

— $ sin (“Y^”)‘ 

Cela posé, l'équation (16 ) donnera 



ou, ce qui revient au même ; 

(18) *(») = iosin(- 1 y)cos- ,H ~ | ^ (l) - ' 

Or, le nombre 0 devant rester inférieur à l’autre, on reconnaîtra faci¬ 
lement que la valeur de £(1), déterminée par la formule (18), dirai- 
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nue, tandis que ce nombre augmente, et demeure comprise entre les 
valeurs de Y fournies par les équations 

M r=,„,in(-^). r=io,in(^)c o,(^L); 

c’est-à-dire, entre les quantités 

0,598..., 0,956... 

Si Ton prend la demi-somme de ces deux quantités, savoir, 0,977..: 
pour valeur de l'inconnue ^(i), l'erreur commise sera inférieure à la 
demi-différence 

0,998. ■ ■ — o,9f< _ 0 0ÎI 

Si, au lieu de l'équation (t6 ), on voulait employer les équations 
(17), et les appliquer à l’exemple cité, en supposant chacun des élé- 
mens de la différence X — x, égal à 0,1, on trouverait 

1 ^(0,i) = iosin(o,oa)cos [ O’* - * - *®»^ 8 **) j t 

^(o,4)—^(o, 2) = t o sin (0,0 2) cos ^ ^ (°. 4 )—*(<>.*)] j t 

^(o,6)-^(o,4)=iosin(o,02)cos[ , ’-~ , ~^ to,< ^^' [flo ' <i) ~ y(0l4 ^ > 

^(0,8)—/(o,6)~ t osin(o,oi)cos 

/(,) - /(o,8) = 1 osin(0,0a)cos^*1 1 )—^M)] ]. 
Or. on s’assurera facilement que les valeurs de 

*(0.2). /(0,4). f (0,6), /(0.8). *(.), 

déterminées par les équations (20), croissent, tandis que les nombrés 
0.,©,»©.. ©j. ©* diminuent, et se trouvent par suite comprises 
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entre les valeurs de 

/. 7i- Y 

fournies par les deux systèmes d'équations. 

y, =10 sill (0,02) COS (o.Ol) , 

y , -y, = 10 sin (0,02) cos [o.od -4- 0,2 .y, ] . 

y — = 10 sill (0,02) cos [o.to -+- 0,2 .y,], 

y 4 —y, = 10 sin (0,02) cos [0,1 4 ■+■ 0.2 .y,] • 

Y— y + = 10 sin (0.02) cos [o. 18 -+- 0.2 -.y 4 ] ; 

y, -= 10 sin (0,02) cos[0,02 -4- 0,2.y,] , 
y, —y, = 10 sin (0,02) cos [0,06 -+- 0,1.y,], 
y, —y, = 10 sin (0,02) cos [o,to -4- 0,2.y,] , 

)\ — y, = 1 o sin (0,02) cos [0,14-4-0,2 .y 4 ], 

Y —y 4 = 10 sin (0,02) cos [0,16-4- 0,2. Y]. 

De plus, on tirera des formules (21) 

(13) y, ==0 t l 999" * 

y, = o, 3989.., y, == o, 59j6 .., y 4 = 0,7889.., Y = 0,977 6.. : 
et des formules (21), 

1*4) y. = 0,1996... 

7. = °. 397<*"■ 7i = 0.59*8.., y 4 = o,784t..; r= 0,970*..; 
puis, en prenant la demi-somme des nombres 0,977 6.., 0,9702.., 
on obtiendra pour valeur approchée de /(1) le nombre 0,9739-> et 
l'on sera certain que l’erreur commise 11e surpassera pas la demi-dif. 
férenco 
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o, 977 6...-o, 97 oi_ _ 0 . 003 , 

En comparant les calculs que nous venons d'effectuer avec ceux de la 
page 77 , on reconnaît que l'application des formules (9) et (17) à 
l'intégration de la formule (6) a notablement diminué la limite des 
erreurs commises. En effet, cette limite, représentée par ~ dans la 
neuvième leçon, a été successivement réduite à 0,008... par l’emploi 
.les équations (9), et à 0,03... par l'emploi des équations (17). On 
peut même remarquer que les valeurs approchées de a ( 1 ), déduites 
des formules (9) et (17), coïncident, dans les trois premiers chiffres 
significatifs , avec la valeur véritable 0,973... 4 ue nous avonï précé- 
Jeinmcnt obtenue [page 77]. 

Pour montrer une application nouvelle des formules (16) et (17),' 
considérons l'équation différentielle 

(*î) J, = 

et supposons que, l'inconnue y — S(x) étant assujettie à s'évanouir 
avec x, on demande la valeur de y correspondante à x=t. Comme 
en vertu de l'équation (25), la fonction dérivée 

#'(*) = [ S(x)ÿ 

sera positive, tant quelle conservera.une valeur réelle, on peut assu¬ 
rer que la fonction ${x) sera toujours croissante avec x. De plus, il 
est clair que si l'on fait croître y, sans faire varier x , la fonction 
x‘ y • croîtra elle-même. Cela posé, l'équation (té) donnera 

(26) * (l)± -f+-[0 *(.)]■. 

ou, ce qui revient au même , 
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puis, en extrayant les racines positives des deux membres , et observant 
que la quantité K j 0 l H- , 0 , supérieure à -J- Q , ne peut devenir égale 
à 7 O — [Q ■* (■)] ‘ > l’on trouvera 

[0ÿ(,)]i_i0 = /:O‘4-i0 i 

(»7Î # (O = 70 + T + l / i© , + i0. 

Or, le nombre O devant rester compris entre les limites o et t , la 
valeur de J(t), déduite de l'équation (27), restera elle-même comprise 
entre les limites correspondantes 

7 = 0,666 ..., et 7 + y — 1,1 24• •• 

Pour resserrer les limites de l'inconnue /(t), il suffirait de substituer 
les formules (17) à la formule (16). Si, pour fixer les idées, on par¬ 
tage la différence X — .v.= 1 en dix éléinens dont chacun soit égal à 
o, 1 , on tirera des équations (17) 

! *(<>.•) = 

O.OOJ .0.-t-7(o,l) ' -*-OI ^ 0,0025.©.*-+-j(o,i]f @. 

*(o.a)-/(o,«) = 

0,005.0 ,-i-V[(o, 0 * —{o, i) • ]h-O.I V 0,0025.0,--+- H(o,2)f-(o,i) i)0,^(o,l) . 

*(o.3)-*(o.2)==_ 

O,OO5.0,-*-7[(o,3)'—(0,1)-]-i-o,l V o,0O25.O,i-+-î{(0.3)^—(o,2)*]©, + ÿ(o^)> 
&c... . 

S( t ) — J(o. 9 )= _ 

\0,005.0 > -s-i[ 1 — (0,9) *]-*-o,I 0,0025. 1 (0,9)*]©,-+- S (0,9) ■ 

Or, on reconnaîtra sans peine que les valeurs de 
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*(0.,). #(0.2). #(o.3) .... #(0.9). 2(i). 
déterminées par les formules ( 28 ), croissent ou diminuent avec les 
nombres © s , O,, 0, ... 0,, 0,, et se trouvent par suite comprises 
entre les valeurs de 


y .. y>i y> > •— y,. r 


fournies par les deux systèmes dcquaiions 




et 


= 7(0.1)*. 

y * — y- =t[(o.>)* — (o-O •] 0.1, 
y y — y- =T[(°.3) j —(°.*) 4 ] -+- o,« , 

&c. 

r —y, = t[« — (o.j>)-]-t-o.i.y,' ! ; 


(3o), 


0,0 5 (°i 0 * -+-0,1.1^0,00»}-*-3(0,1)^ » 

y* —y, — 

0,0 5 -+-7 [(0,1) * — (0,1) *]-»- 0,1. l^O.OOit-l-iKo,»)* — (0,1) *]-*-/. * 

y> —y- = 

°>°5 -+-y[(o,3 ‘—(0,2)*]-4-0,1. V / o.oo»j-*-îI(o,j)i—(o,»)î]. 


r -/.= _ 

\ o.oj - 4 - 7 [ 1 —(o.pJ'J-t-o.i.l^o.coijH-il I — (o,ÿ )*3 -*-/,• 

De plus, on tirera des formules (*9) 
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.1 /.= »’«*« O... jr.=0,074. 
^=c,jooS..,; V =o,6ja2 


,, l} ,2..,y t =o,i4ip..,j’,=o,}6ii.. l 
,So9<>..,^,=0,9917... Y— 1,.887..; 


et des formules (30), 

| 7,= o,o4i4...9'.=o,i ijS.. 1 j-,=o t ïopi.. ,.) t =o,;ïj j..,j-,=o,4<o4..i 

( * 2 j j- t =o.6i J7.. lJ; =o.7S.7... yi =c,<>666... y.y=,,,66S.„ r=^i,} 7 68... 

Si Ion prend la demi-somme des deux valeurs precedentes de Y, 
savoir , 

J ..» 8 - = , |i8 


pour valeur approchée de ^(1), l’erreur commise sera inferieure à la 
demi-différence 


Ainsi Icmploi des formules (17), avec la division de la différence 
X — .v„ c-11 dix démens, a suffi pour déterminer, A moins d’un dixième 
près, l’une des intégrales particulières de l’équation (23), dont l’inté¬ 
grale générale, en termes finis, 11e peut se déduire d’aucune des mé¬ 
thodes connues. 

Si, en attribuant à v une valeur fixe comprise entre les limites 
y,, y 0 ±A<i, et faisant croître la variable x depuis a- = x a jusqu’à 
x = X, on obtient, pour la fonction f(x,y) une série de valeurs 
croissantes, ou bien une série de valeurs décroissantes, les équations 
(té) et (17) pourraient être remplacées par d’autres formules du même 
genre. En effet, l’équation (1) étant présentée sous la forme 



et l’intégrale particulière que l'on cherche étant toujours désignée par 
S (x ), on trouverait 
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M> ///£#n-=*-" 

De plus, si l’on fait, pour abréger, 

et, si l'on représente par 0 un nombre inconnu, mais inférieur à l'unité, 
on aura, dans l'hypothèse admise, 

I r x *’<»>'« — r* *''(»)■/« 

( =/•[*.-.-«(*—*.). *{X)]-F[ X . + Ï{X-*.), /(a,)]. 

Cela posé, l’équation (34) deviendra 

(3« F{x^{X- x .), /(*)] -/fr.-* (*-*.). ^W] =*-*.- 

On déduira facilement de cette dernière formule deux limites qui 
comprendront entre elles la quantité f(X), et, si l'on veut resserrer 
ces mêmes limites, il suffira de substituer à l’équation (36) une suite 
d'équations de la forme 

&C. 

Si l'on considère en particulier l’équation (6), on trouvera 

F(*.y) -*- e =f = 5 

On pourra donc prendre 
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F[x,y) = 5 l tang ; 

et par suite, on tirera Je l'équation (36) 

ou, ce qui revient au même; 


==e ~T t ang[- -*- ; 

>us l’avons déjà fait, x c — o, $[x,) — o 


puis, en supposant, comme nous lavons dcja fait, x.=o, a(v.; = o 
et X = 1 , on aura 

(3?) tang(-^- -+- 8 ^ |o ,(l) ) = e T tang-^-) . 

et par conséquent, 

tang (î^±) ,i_, 

U 0 ) tang^- = (^-i)-:- tp -/!-T\-*-77“ 

,^*«a„g*(- 4 ^-) cot ^ 4 -*-—)■*■ f T tang^- + 

Or, il est aisé de s'assurer que la valeur de ^(1) déterminée par l'é¬ 
quation (40) est comprise entre les valeurs de Y données par les 
formules 




cot (;-^)-t-' T ' an g(ï + 


c'est-à-dire, entre les nombres 0,993. . . , 0,953. • • S* l’on prend 
la demi-somme de ces deux nombres, savoir, 0,973... pour valeur 



approchée de £(t). 
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l’erreur commise sera inférieure à la demi-diffé- 


ti sera effectivement nulle à l’égard des trois premiers chiffres signi¬ 
ficatifs [ voyez page 77 ]. 

Considérons encore l'équation différentielle 

(4a) <y= (**-♦-/).</*. ou ix = ~ y —~ i 

tt soit toujours y— 3 [x) l’intégrale particulière qui possède la propriété 
de s évanouir avec .v. Comme on aura identiquement 

il est clair que la fonction &'(x) sera constamment positive, et que la 
fonction $(x) croîtra sans cesse avec la varable x. De plus, on trouvera 

= t arc ‘ a "g -f -+■ G. 

tt par suite, l’équation (36) donnera 

*.-i-e(A-*.j[ arc tan 8-^ . l IxL.) - ractan 8-l^{fe-]=^-V 

On en conclura 


(43) 




(X-Mj ■ »n K | ( X-..)[M.+i[ Y-».)]) 
*.-*-{( X-,.)-3 )ian 8 I (A'-».) » 


Si maintenant on pose *„= 1 , X— \, on tirera de la formule (43) 
(44) Z(i) = ôtang0. 

Il résulte de cette dernière que la quantité f(i) est nécessairement 



I I 8 COURS D’ANÀLYSE. 

comprise entre les limites 

o. et tang(i) = tang((Î3 ,, ;<W'. ip)= i,j5 7 4... 

Pour resserrer ces limites, il suffirait de partager la différence X— x.= i 
en plusieurs élémens, puis de substituer à iéquation (43) une suite 
d‘équations analogues et correspondantes aux élémens dont il s’agit. 

On peut encore étendre les principes que nous venons d'établir, de 
manière à «obtenir une méthode d’intégration immédiatement appli¬ 
cable à une équation différentielle de la forme 

(45) P d* *+* Qdy = o, 

P et Q désignant deux fonctions quelconques des variables x, y. En 
effet, soit y — -f(.v) une intégrale particulière de l’équation (45) > et 
représentons par P et Q ce que deviennent les fonctions P et Q, quanti 
y substitue *(*) à la variable y. On aura identiquement 

(4<S) PJx + QS'(x)Jx = o; 

puis 011 en conclura, en intégrant chaque terme entre les limites *=*., 

xz=X. 

(47) /J p ** +/*Q*' W ** = o- 

Or, à l’aide des raisonnemens précédemment employés, on pourra, si 
la différence X — x 0 ne dépasse pas certaines limites , transformer les 
deux intégrales 

/*”’• L x w h * 

en expressions algébriques qui renferment uniquement les quantités x, 
X, S{x), ${X), avec des nombres inconnus, mais inférieurs à l'unité, 
et après cette transformation, l’équation (45) formera entre les quan- 
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lités et les nombres dont il s'agit une relation de laquelle on déduira 
en général, non pas la valeur exacte de £ (X), mais au moins des 
limites entre lesquelles cette valeur sera comprise. Pour resserrer ces 
limites, il suffira d'opérer plusieurs fois de la même manière , après 
avoir partagé en plusieurs élémens la différence X — x 0 . 

Les calculs qu’exige la méthode précédente, se simplifiant lorsque 
la quantité P est fonction de la variable a, ou la quantité Q fonc¬ 
tion de la seule variable y, si l’on suppose, pour fixer les idées, que 
P ou Q se réduise à l'unité, on se trouvera naturellement ramené aax 
formules (5) et (9), (16) et (17), (36) et (37). 

Plusieurs des méthodes que nous venons d'indiquer, peuvent être 
appliquées immédiatement à l'intégration de l’équation (1), dans le 
cas même où les valeurs initiales x, , des variables x et y ren¬ 

draient infinie ou indéterminée la fonction f{x,y). Pour appuyer cette 
assertion par un exemple, considérons l'équation différentielle 



Comme on aura 


/ y (** -»-/) d > = -r 

la formule (36) donnera 

[*.-+-e(Ar_jr.)]* [* | - y >v-i*m- , x _ X ' ' 

et l’on en conclura 

| CW]*^[x^0(Af-x o )]* |*= IG MM*.-0(*-x.)]* l*-4(*-*.) ; 

puis, en extrayant les racines carrées positives des deux nombres, et 
faisant passer un terme du premier membre dans le second 


( 4 p) [Z W?=—[*.-*-<> (*—*.)]*■♦• V 1 4 [x—t.). 





120 COURS D’ANALYSE. 

Le nombre 9 devant rester compris entre les limites o et i , on recon¬ 
naîtra sans peine que la valeur numérique de &(X) déterminée par 
la formule (4p), est une moyenne entre les valeurs numériques de Y , 
fournies par les équations 

(jo) Y 1 = — -4- . 

Y' = -X'-+- i/(*‘+,„*,*(*-».) - 

dans lesquelles nous avons écrit, pour abréger, y. au lieu de éf(x.). 
Supposons maintenant que, y—%[ x ) étant assujettie à s’évanouir avec 
■v, on demande la quantité cr’(i). On aura jr 0 = o, y.--* (*■>) = o, 
X— t ; et par suite la valeur numérique de <^(o) se trouvera com¬ 
prise entre les valeurs numériques de Y données par les formules 

(51) Y l — V\- =a, Y‘ = — 1 -+- /J = 1,2360.. -, 

c'est-à-dire, entre les nombres 

/ï= 1,4141..., et 1,1117.... 

Si l'on veut resserrer les limites de la valeur numérique de J(i), il 
suffira de substituer aux équations (50) une suite d’équations du même 
genre. Admettons, pour fixer les iJces , que l’on partage la différence 
X — .y 0 = i , en dix élémens dont chacun soit égal à o, 1. On prou¬ 
vera, en raisonnant comme ci-dessus, que les valeurs numériques des 
quantités 

^(o.t). éF'(o.a). ^(0.3) .... éF\o. 9 ). <T(.) 
ont pour limites respectives les valeurs numériques des quantités 

y- • /. • /. .7* • y 

fournies par les deux systèmes d’équations 




COURS D’ANALYSE. 12 1 

= J/—4. 

y * = — -+- l/j(>1* -+-o,o.) 1 0,4 . 

V = — °» o4 -+- 3/(/.* -h 0,04)' -t- 0,4 . 

&c. 

y.‘ = — o,64-t- V\ ÿT^T, 

= — o.8i -+- i/(y,*-Ho.#«)* + o,4 ; 

y' = — °*°» +■ v'io.-r + o.i • 

y' — — °» °4 H- v'o-.* -*- 0 , 04 )- -K 0,4 , 

•V — o, op -H |/(j,/ O.oj)* -t- 0,4 »' 

&c. 

y*' = — o. 81 -+- 'y'0',‘- t -o,«i)* + o,4 ; 

y % =—i -+- >/(/»• •+■ i )* -•- o,<. 

Or, on tire des formules (ji) 

'».<5}i4..^. , =o,8 9 ij.., .>-,*=1,08 jp... }8o8... 

(V='.4ppi..,^*=i,<5oj7..,^,*=i 1 <<)7t.. l jf,*=i,78ii.., r*=i,8)7i..i 
et des formules (53) 

I \ î a J... jf.*=o,8 7 j p„, jr,*=r,oé4j..,.r,*= i,»i8i..,7.*=i1,3485..; 

55 l^'=i.4ii8..,^ 7 ‘=i,j<Si7...7,— , . <S 5°7.-.J'»—'.7)ei... Y*=i,8oï8.. 
Par conséquent, le carré de Q(i) sera compris entre les limites 

1.8371.. .; 1,8028.1., 

ou, ce qui revient au même, entre les carrés des nombres 

1.3627.. ., i , 34 î 6 .. m 
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Si l’on prend In demi-somme de ces deux derniers nombres, savoir; 
i,jj2 6... pour valeur approchée de J(i) , l'erreur commise sera in¬ 
férieure à la demi-différence 

_ e 0 , 

On aura donc, à moins d’un centième près, [“(*)]* = (*, 35 —)*, « 
par suite 

(56) B(i) = — i. 3 î**ï 

O11 ne doit pas être étonné de trouver ici la valeur de£(t) affectée d’un 
double signe, attendu que la fonction 

/("'> = 77^77 

devient infinie pour les valeurs particulières x=x’ < = o, y—y„=o: 
Or, toutes les fois que cette circonstance se présente , il est possible 
que deux ou plusieurs valeurs de y remplissent la double condition de 
vérifier l’équation (1), et de se réduire à y, pour *=*.. Il est d’ail¬ 
leurs facile de s'assurer qu’il en sera ainsi dans le cas présent. En effet, 
si l’on désigne toujours par_y=“(A-) la valeur de y propre à s’évanouir 
avec x, et à vérifier l'équation (48), il est clair qu’on satisfera encore 
aux mêmes conditions en supposant y= — “(*). En d'autres ternies, 
après avoir déterminé la fonction *(x) de manière à remplir les condi¬ 
tions prescrites, on pourra, sans inconvénient, changer le signe de 
cette fonction ; ce qui entraînera un changement de signe dans les 
vàleurs particulières de "(*), par exemple, dans la quantité "(1). Donc 
lés deux valeurs de “(1), tirées de fa formule (58), résoudront la ques¬ 
tion proposée. 
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TREIZIÈME LEÇON. 


Exposition d’uni Méthode h l'aide de laquelle on peut intégrer par 
approximation des Équations différentielles simultanées du premier 
ordre entre plusieurs variables x,y, Z .. 


Dans les leçons précédentes, nous avons exposé diverses méthodes 
à laide desquehes on peut intégrer, soit exactement, soit du moins par 
approximation, une équation différentielle du premier ordre entre deux 
variables x , y. Supposons maintenant qu’au lieu d’une seule équation 
de celle espèce, on donne plusieurs équations différentielles du premier 
ordre entre la variable x, et des fonctions inconnues de x représen¬ 
tées par y, Z ... Ces équations différentielles, qu'l renfermeront, avec la 
variable x, les fonctions^, j... et leurs dérivées du premier ordre, 
savoir, , —J. .. . devront être en même nombre que les fonc¬ 

tions dont il s’agit, si l’on veut qu'aucune de celles-ci ne demeure 
indéterminée. En conséquence, on pourra généralement tirer des équa¬ 
tions proposées les valeurs de -77"» -77- ... en x,y, 1... ; et il ne 
restera plus alors qu’à trouver pour y, j ... des fonctions de * propres 
à vérifier des équations simultanées de la forme 

(1) dy=f[x.y,i.,.)dx, d Z = f[x,y,i...)dx, &c..,. 

J’ajoute que ces équations ne suffiront pas encore pour déterminer 
complètement les fonctions inconnues, qui pourront de plus être assu¬ 
jetties à prendre des valeurs particulières données y ,, Z .aussitôt 

que l’on attribuera une certaine valeur x, à la variable x. C’est ce 
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que l'on prouvera sans peine à l’aide des principes que nous allons 
établir. 

Concevons que, .v., X étant deux valeurs particulières de x,on 
désigne par 


des quantités intermédiaires entre les limites x., X, et qui aillent 
toujours en croissant ou en décroissant depuis la première limite jus¬ 
qu'à la seconde. Supposons, en outre, qu'aux quantités 

W X.. 

on fasse correspondre d'autres suites de quantités, savoir, 

I y -. y.» y> . y— • r > 

Zo » Z.- î. . Zm-, . Z, 

&c. 


les premiers termes des différentes suites étant y., z° 
termes étant déterminés par le moyen des équations 


( 4 ) 


y,—yo = (*,—*.) /(*.. y., z. 

1, —l. = (x.—x 0 )f(x.,y., 
y.-y.={x t -x.)f(x,.y,, Z ,...). 

2. — Z. — *. H Z- 

& c. 

&c. 

Y-y.-.=(X-x._,)f{x._.,y._, . z... 

Z — 2»-. = (X —*■-■) 2,_, 


&c. ; 
&c. ; 

...). &c. 


Il suffira évidemment d’éliminer entre ces équations y,, y, y+Z, ; 
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Z,< Zi~ 7 - Zn-i i Sic.... pour obtenir des valeurs de Y, Z... exprimées 
en fonctions des seules quantités 

(i) *... X;y. , fc, ..7 

Soient 

1 r= 2 {x., x,.x . X.y,. z....); 

(6) Z = F{x„ x,. x ,.A',/., z....); 

( Scc . 

ces mêmes valeurs. Elles jouiront de plusieurs propriétés remarquables 
qui résultent des théorèmes que nous allons énoncer. 

t. ,r Théorime. Supposons que, pour toutes les valeurs Je x renfermées 
entre les limites x., X, les fonctions 

fl*, y, z...). f(*. y. Z...), &c.... 

restent continues par rapport aux variables x, y, Z •• • lt obtiennent Jes 
valeurs numériques inférieures au* nombres 

A , A ', Sic . 

Les valeurs Je Y, Z... Jéterminées par les équations (6), pourront être pré-, 
semées sous les formes 

f x.+e(A-xj. A ±0 A(X-xJ, z±0'A'(A- J r.), ! ï.| 

(7) j Z=z.H-&c.... 

( & . . 

fl, 0, ©' ... Jésignânt Jes nombres inférieurs à T unité. 

Démonstration. On tire des équations (j) 
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(S) 


Zo ...)-f-(.r -*,)/(*, ,y .; Z ....)-H &C..V 

. 

Z-c.=(v. 

.z—0 • 

&c. 


nuis, en raisonnant comme à la page 4 • . on en conclut 

(?) Y=y.±OA(X-x.), Z = Z .±0'A'(X-x.), Sic..: 

(•>, O' désignant J es nombres inférieurs à l'unité. On prouverait de la 
même manière que les quantités y,, ... se réJuisent à des expres¬ 

sions de la forme y* ±OA {X—x.), les quantités Z ., Z , ... Z.— à des 

expressions de la forme Z , rt: &'A' (X—x.) , Sic .Par suite, les 

coeiïiciens des binômes 


x, — x, , x ,— . . X — x,_, , 

dans la première des équations (S), savoir, 

(to) /(*.,/., f[x,.y„ Z ....) -/(*._. » /»— . Z*—)> 

sont des valeurs particulières de l’expression 

(n) /[*.-1-8(*-*.). y.dz0A{X-x.), Z . zfc O'A'(X—x. )J, 

qui correspondent à des valeurs de 8,0 ,©’... comprises entre les 
limites o et i. Or, concevons que le plus grand des coelüciens dont 
il s'agit se déduise de la formule (i i), quand on y pose 

6 = /*, ±0 — M, ±©'=/W\ Sic... ; 

et le plus petit, quand on y pose 

0=/*-t-». ±zO=cM-+-N, ±0' = /W'-+-7V', Bec... 
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Toute quantité moyenne entre ces coefficient, ou, ce qui revient au 
mime, entre les deux expressions 

/[*.-+-y.-H AM (*-*„), Zo-f-A f A'(X-x.),...], 
AVy „) , y.+[M+N)A(X- x .). ZoM*W)A'(X-x 0 ), ...3. 
sera évidemment une valeur particulière de la suivante : 

| f[*. + [^(HX-x.)' 

I y.A-(M-+-N{)A(X-x.), ZoH-(AT-*-,V'Q] 

correspondante à une valeur de { comprise entre les limites o, 1 ; et 
par conséquent une valeur particulière de la quantité (11), correspon¬ 
dante à des valeurs de 6. O, ©'... comprises entre les mêmes limites. 
D'ailleurs, la valeur de Y —y., donnée par la première des équations 
(8), est équivalente au produit la différence de X—x, par une moyenne 
de cette espèce. On aura, donc 

(. j) Y-y.=[X-x.)f[x.+t(X-x.). y^OA(X-x .), lo± Q‘A'(X-x 9 ),..]. 

8. 0 , 0 ' désignant des nombres inconnus, mais inférieurs à l’unité. La 
valeur de Y, tirée de l’équation (13), est précisément celle que présente 
la première des formules (7). On obtiendrait avec la même facilité une 
équation semblable , et propre à déterminer la valeur de Z; &c.... 

Corollaire /." Si l’on supposait tous les élémens de la différence 
X —x., c'est-à-dire, les binômes 


réduits à un seul qui serait cette différence elle-même, on aurait, à la 
place des formules (4), les équations 

(,4) r- A = (*-*.)/(*..,.. Zo „). z-Z'=(X-x B ) f(■*■„,7., z...), &c... 

En comparant la première de celles-ci à l’équation (13), on reconnaît 
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que !a division de la différence X — x a en éléniens modifie le second 
facteur du produit qui représente la différence Y—y„, en y faisant croître 
les quantités 

X. . J,. Z*. Sic . 

de manière que les valeurs numériques de leurs accroissemens soient 
inférieures à la valeur numérique du premier facteur, multipliée par 
las nombres 

i , A, A', &c. 

Des modifications semblables se manifestent dans les seconds facteurs 
des produits qui représentent les différences Z— Zo > Sic... . 

Corollaire 2.' Soit m un nombre entier Inférieur à n, et faisons 

*«. = l. U = ». Z* = C &c . 

En ajoutant les unes aux autres celles des équations ( 4 ) qui renfer¬ 
ment les quantités 

?m. y **,... y.-,, Y; u> z»*> ••• z . z - &c — 

et employant des raisonnemens semblables à ceux dont nous nous 
sommes servis pour établir l’équation (13). on obtiendra d’autres 
équations de la forme 

( Y-*=[X-l)f[W[X-ï), *±QA(X-t). Ç± 0 '/ï'(A'-^) 

(,,) Z-Ç=&c. 

( &c. 

a.* Théorème. Désignons par (X — x,) la râleur numérisât 

'Je la différence X — Supposons d’ailleurs que, pour toutes les râleurs de * 
renfermées entre tes limites x„ X, les fonctions dérivées 
éfl*. V.T...Ï Jriw.y. Z ...) df(*.y.r...) dt[,.,, Z ...) 

T, » 7\ »•••• d, * 71 
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restent continues par rapport aux variables x,y, j, et conservent des valeurs 
numériques inférieures aux nombres 

c. D .; C. D‘, &c.... 

Dans cette hypothèse, si l'on attribue aux quantités 

. î- • . 

des accroissemens arbitraires désignés par 

/ 3 ., y.. & c. 

les accroissemens correspondais des quantités 
Y, Z, &c. 


'déterminées par les équations ( 6 ), seront tous de la forme 
RH 

(16) ±©/.* . 

0 représentant un nombre inférieur à funité, et R d autres nombres dont 

les valeurs seront données par tes formules 

(17) /. = Ve>.‘ •+■ + (18) R = \/ 

Démonstration. Soie 

q > {x.y,i..)dx-+-x (*•?> z- ) J y ■+■ 4(W> l-) J l +■ &c - • • •' 

la différentielle totale de la fonction f(x,y, j..), en sorte qu’on ait 


(•?) 





iû^tl=+^*4.«.4Î 
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1 3 ° 

Soient en outre 

fi,. fi., fi.~,, fi.; v.. y, ... y .-,. y,; &c... 

les .iccroissemens respectifs que prennent, en vertu des équations (4), 1 
les quantités 

J. . y. . J'; Z.. Z.. ... z._, , Z; &c..: 

lorsqu’on attribue à y., . .. les accroisscmens fi., y. . .. Enfin; 

représentons par ô, 1' ... 0, 0', &c.. . . des nombres inférieurs à 
l'unité. La première des équations ( 4 ), savoir, 

v. )/(,., jr olZ ....), 

devant subsister, quand on y fera croître y, de fi., £. de v.et 

y, de / 3 ,, on en conclura 

(20) fi,-fi. = (*.-*.) [/*../.h-) 8 . > *+*...)-/(*..*. z....}]. 

De plus, comme la fonction 

/(x-i-aJx, y -+■ a.dy , z -+- «-^Z • . • ) 
étant diflérente par rapport i la variable et, donne pour dérivée 
<p(x-haJx, y-h<t<Jy, , y-i-au/y, i~i~a.Ji...)Jy 

H—(.v-f-oa/v, y-i-aJy, j-t-ete/j.. .Jdj 
-H &c. 

on tirera de la formule (i4) de la j 6 .’ leçon du tome i.* r , en y ré¬ 
duisant le nombre n à l'unité, 

(ai) /(*-H<tdjr, y-*-a.dy, z-t-<tdj...)— f[x,y. Z ...) — 

Ç(x-i- 9 cu/x,y-t- 9 <tJy, z r 9 aJz..)</x-t-% (x-*- 9 aJx,y-t- 9 <LJy,z-t- 9 ttJz..)Jy J 
■+ ■\,{x-t- 9 <tJx,y+ 9 itJy, )» 

i 
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puis en posant i=i, dx = o, et remplaçant x,y, z dy, d Z.... 
par j, y, ... on trouvera 

/(*••j.-t-y. )—f{x.,y., = 

Enfin, il résulte de la formule (13) de la 11/ leçon du calcul différen¬ 
tiel que la valeur numérique de la somme 

x (• *-y- z ■ ■ ■ ) -+- y. i (*. y-1 ■ • • ) -+- & e - • • • 

ne saurait surpasser le produit 

qui, pour des valeurs de x comprises entre x» et X, restera lui-même 
inférieur au suivant 

Cela posé, si l’on a égard à la formule (17), et si l’on fait, pour 
abréger, 

(ü) V / C‘ + û'+... = f> —L‘, &c. 

on reconnaîtra que la valeur numérique de la différence 
/(*..;.-W3.. Z-H-Y....) —/(x.,7., Z,...) 
est inférieur au produit £./ 3 0 . On aura donc 

/(w- h/3.. Z.-+-Y 7 .,z....)=±eLf., 

et par conséquent l’équation (10) donnera 
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/ 3 . =(i.±OLf'{x. —X.). 

On trouvera de mime 

V. = y.±Q‘ L'f. (*. — x.). 

&c. 

Si maintenant on ajoute les tins aux autres les carrés des valeurs pré¬ 
cédentes de / 3 ,, y, ... , et, si l'on pose généralement 

(* 3 ) /» = • 

on obtiendra la formule 

(» 4 ) /.* = 

f ;±.i{QL^±&L\y. zfc. •)/.(■'■.—•v.)H-(©*Z. , -l-©' , Z/ , -t-..)/,’(.*■,—*J‘ ; 
et, comme les valeurs numériques des sommés 

O*L‘-t-©+ ..., 0 Lj 3 .± 0 '£'y,±&c..: 
seront évidemment inférieures, la première au polynoine 

L'-±-L =: . = R‘, 

la seconde au produit 

i/o • -h... 

et, & plus fone raison, à 


on tirera de l’équation (14), 


l/û.‘-i-,.= R/, : 

en supposant la différence A"—r„ positive. 




et par suite 




(*«) 
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R{X—u) 




En représentant plusieurs fois les mêmes raisonnemens I on obtiendra 
la série des formules 


&c.. 




f. < < 

puis l’on en conclura 

( 2 7 ) f. < /. e * lX ~ u) . 

Si la différence X—x a devenait négative, les élémens 

le seraient eux-mêmes; et, il est clair qu'on devrait alors remplacer 
dans les formules (15), (16) et (17) par , et X-X, par 

*0— X. Ainsi, l’on aurait, dans cette nouvelle supposition, 

(»«) /.</./«-*>/ 

Ajoutons que les formules (27) et (28) sont comprises l’une et l'autre 
dans la suivante 

que Ton peut réduire à 

(* 5 >) /.</<»* , 

attendu que l’on est convenu de représenter par H la valeur numé- 
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riquc Je la différence X —.v 0 . Comme on aura d'ailleurs 

( 3 °) /• = /fl.*.. 

i[ est clair que le produit 

/. e llN 

supérieur, en vertu de la formule (29), à la quantité postitive , 
surpassera encore, et à plus forte raison, les valeurs numériques des 
quantités / 3 ,, qui représentent les accroissemens de Y, Z... 

Donc chacun de ces accroissemens sera de la forme 


Corollaire 1." La quantité y>„, étant positive et inférieure au produit 
f.t KH , pourra être représentée elle-même par une expression de la 
forme Donc, si l’on (ait, pour abréger, 


(îO /. = ©*/•• 

0 désignant toujours un nombre inconnu, mais inférieur à l’unité ; puis, 
en élevant au carré chaque membre de la formule (3 2), l’on trouvera 

( 33 ) £«*-+- Y/-+-... = 0 * A* (/ 3 /-I-y.* 

Corollaire 2.' Les quantités (i. , y.qui doivent vérifier l’équa- 

tion (3 3) deviennent infiniment petites en même temps que les quantités 
fB». y,... Donc à des accroissemens infiniment petits des quantités 
y ,, Z* • • ■ correspondent toujours des accroissemens infiniment petits 
des quantités Y, Z ... ; et par conséquent ces dernières sont des fonc¬ 
tions continues de /,, ... 
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Corollaire j.' Concevons que, parmi les équations ( 4 ), on conserve 
seulement celles qui renferment les quantités 

fm.y^ . y.-.. Y; Zm+, ■ • ■ h— > Z; «“••••'] 

Les équations conservées suffiront pour déterminer Y, Z, &c.... en 
fonctions des quantités 

. X; y m . U .; 

et l'on prouvera encore que . si l'on attribue à y m , J, ... certains ac- 
croissemens / 3 „, y M , les accroissenrens correspondans de Y, Z... 
seront tous de la forme 


là valeur de étant toujours déterminée par l’équation (23). En d'autres 
termes, les accroissemens de Y, Z... auront des valeurs numériques 
Inférieures au produit 

et à plus forte raison au produit 


(34) fm e**' X ->=, m e K " = k fm . 

3 . e Théorème. Les mêmes choses étant admises que dans les théorèmes t." 
tt 2/, si T on fait décroître à êinfini tes valeurs numériques des élémens de la 
différence X—x., Us valeurs de Y, Z ... déterminées par Us équations ( 6 ) 
convergeront vers des limites qui dépendent uniquement des quantités 
y., 1., &c. 

tt de la quantité X. 

Démonstration. Les quantités Y, Z... dépendent évidemment, i.® des 
valeurs extrêmes de x représentées par x„, X: 2.”des quantités j....; 
3° du nombre n et des valeurs mêmes des élémens dans lesquels on a 



1 36 COURS D’ANALYSE. 

divisé la différence X—x„ , ou, en d'autres termes, du mode de division 
adopte. Or, pour établir le j. c théorème, il suffira de faire voir que, 
si les valeurs numériques des élémens deviennent très - petites et le 
nombre ti très-considérable , le mode de division n'aura plus sur la 
valeur de Y qu'une influence insensible. C’est effectivement ce que l’on 
peut démontrer, comme il suit. 

Lorsque les élémens de la différence X —.v. se réduisent à un seul qui 
coïncide avec celte différence elle-même, les valeurs de Y. Z... sont 
déterminées par les équations ( 1 4 )• Lorsqu'au contraire on prend les 
binômes 

(jj) *•. *. — *■. X—x„ 

pour élémens de la différence X —.v., les équations (t 4 ) se trouven 1 
remplacées par les formules (4), auxquelles on peut substituer les équa¬ 
tions (7). Cela posé .concevons que les expressions (35) aient de très- 
petites valeurs numériques. Pour passer à un second mode de division 
dans iequel les valeurs numériques des élémens de la différence X—x. 
soient encore plus petites, il suffira de subdiviser chacune des expres¬ 
sions (35) en de nouveaux élémens. Or, on peut calculer approximati¬ 
vement le degré d'influence que chaque subdivision aura sur les valeurs 
de Y, Z... En effet , lorsqu'on partagera l'élément x,—x. en plusieurs 
autres, la première des équations (4), savoir, 

(36) /,-/. = (*.-*•)/(*../.. Z- •••) 

se trouvera remplacée par plusieurs équations de même forme, des¬ 
quelles on tirera, par les raisonnemens qui ont servi à établir la for¬ 
mule (1 3) [ro/rj le théorème i.* r , et son premier corollaire], 

( 37 ) 7 .~/.= 

[x-x.)f[x.^{x.-x.). y.+OA{x,-x.). Zo ±Q‘A'(x,-x.),...} 

0 , O, O'... désignant des nombres inférieurs à l’unité. Si l’on suppose 
en outre 
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p.7,1. 5. '«: f+/(r) 

p. 14,1. 10. lire : formule (45) 

p. 17,1. 16, 17, 21, lire :/»u lieu de F 

p. 18,1. 2, lire : y - Ce +/(Q 

p. 19,1. 18, lire : formule (18) 

p. 20,1. 13. lire : équation (22) 


-Ms) 


p. 29,1. 4, lire : équation (II) 

p. 31,1. 15, lire : équation (1) 

p. 33,1. 7, lire : y - y, 

I. 13, lire : équation (15) 
p. 35,1. 10, lire : n — I valeur* 
p. 41,1. 18, lire : y, ± AU, — xJ 
■ z(-r*. y, 




p. 49,1. 18. li 
p. 52,1. 10, lire : 0(X — xJ 
P- 53,1. 5, lire : Corollaire 
p. 57,1. 22. lire : 6 au lieu de 6 
p. 58.1. 23. lire : 9 - 0,8 - I 
p. 60,1. 2, lire : a - 1,229..., A - 0,3983... 
p. 62,1. 3, lire : limites I et 1 - 0,1715... 

I. 22, lire : /au lieu de ? 
p. 63, I. 20, lire : /au lieu de ? 
p. 64,1. I, lire : x t + a au lieu de x, + a, 

I. 20, lire : — 3 — ^(1 + o)au lieu d< 


P- 68,1. 13, lire : o au lieu de a 

p. 72,1. 23, lire : iiAj/v- ■ au lieu de V - ' 

p. 74,1. I, lire : 

I. 14. lire :jr — x, au lieu de x 

1.17. lire -.f(x.ÿ) - U-^/Ax.y) + {x-xjyf/x.y) 

• EullUa pmi noua ICOi 


r -x^/JLx.y) + ... 
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p. 77,1. 6, lire : - 0,08 

I. 7 à 10, remarque : la mesu 
p.79,1. K lue: (i)' 
p. 86,1. 3. lire : formules I 
p. 96,1.1. lire : J(x + h. 
p. 97. 1.11, lire :(ff au lieu de g)? 
p. 98,1. 8. lire : au lieu de 

I. 12. lire : 1 + ^ 

I. 18. lire : équation (5) 


P-IOS. 
P-106, 
P- 807, 


I. IJ, lire : J* au lieu de / 


I. 21, lire : inférieur à 


(.9) Y - 10 si- (i) cos (i) 
0,993 au lieu de 0.998 


lire : 0,003 au lieu de 0,03 



I. 4, lire : [ej(l )] 1 

1.1S, lire : 0,1 au lieu de 01 

'• 17, lire : ? [ ( 0,2)î — (0 ,l)î] 
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p. H3, 


1. 19, lire : 



0,0025 e» + ?f 
0,0025 e! + 11 


I. 14 4 21, lire : 0,005 au lieu de 0,05 

I. 18, lire : (0,3)i au lieu de (0.3; ; î , u | ieu & . 


p. 114,1. 23. lire 
p. 116, I. 5, lire : 


A*, y) 

x, + 0(X-aJ + y(X) 


10 



p. 117,1. 13, lire : l - au lieu de j 
I. 18, lire : jr 0 =* 0 
P- 118,1. 13, lire : on y substitue 
p. 119, I. 7, lire : variable x 
I. 25. lire : ( (Jogf 
p. 122,1. 23, lire : formule (56) 
p. 127,1. 7, lire : A'(X — jr,) 

P. 130,1. 12. lire : l/(jr 0 

I. 15, lire : étant différenciée 
p. 131,1. 18. lire : L*, 
p. 132,1. 10, lire : 0'L'r* 


Correspondance entre les rifirences de Cauchy 
au tome I" du Calcul infinitésimal tDebure éditeur, 1123) 
et le tome IV de la série 2 des « Œuvres » 
(Gauthier- Villars éditeur) 


p. 3,1. 16 : Œuvres p. 154 
p. 38,1.9 : Œuvres p. 128 
p. 69,1. 10 : Œuvres p. 46 
p. 82,1. 10 : Œuvres p. 253 
p. 93,1. 24 : Œuvres p. 138 
p. 95,1. 5 : Œuvres p. 149 
p. 98,1. 6 : Œuvres p. 138 
p. 99, I. 17 : Œuvres p. 138 
p. 100,1. 6 : Œuvres p. 40 
p. 106,1. 22 : Œuvres p. 131 
p. 130,1. 19 : Œuvres p. 217 
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PROGRAMME DU COURS D’ANALYSE (1819-20) 


I" ANNÉE 


ANALYSE ALGÉBRIQUE 

Notions sur les fonctions en général, sur la distinction des fonctions continues 

et discontinues, et sur celle des fonctions entières ou fractionnaires, rationnelles 

ou irrationnelles, simples ou composées, etc. 

Expression des fonctions en séries convergentes. Régie sur la convergence des 
séries. Détermination des séries qui expriment les puissances négatives ou frac¬ 
tionnaires, les fonctions exponentielles et les logarithmes. 

Considérations sur les imaginaires. Établir les équations 

(cos z + \J — 1 sin c)* = cos nz + y/ — I sin nz, 
cosr + v / -lsinr = ^-'. 

Conséquences qui en résultent par rapport aux logarithmes. 

Développements des sinus et des cosinus en fonctions de l'arc, et de leurs puis¬ 
sances en séries de sinus et de cosinus d'arcs multiples. 

Décomposition d'un polynôme entier et rationnel en facteurs réels du Y degré. 
Résolution, soit algébriquement, soit par le moyen des tables de sinus, des équa¬ 
tions du 3* et du 4’ degré, et des équations de la forme 

x* + p = 0 et x>" + px- + « = 0. 

Théorèmes de Cotes et de Moivre. 

Décomposition des fractions rationnelles. 

Théorie des séries récurrentes. 

Formules d'interpolation. 






PROGRAMME DU COURS D’ANALYSE (1822-23) 


/'• ANNÉE 

PRÉLIMINAIRES 

Établir, quel que soit l'exposant n, l'équation 

(cos 2 + \/ — I sin r)" = cos nz + \f — I sin nz; 
application A la résolution des équations de la Tonne 

Théorimes de Co/es et de Moivre. 

Théorème sur la décomposition d'un polynôme entier et rationnel en facteurs 
réels du second degré. 


CALCUL DirréRENTTEL CT INTÉGRAL 









Intégration par les séries. 

Changement de la variable indépendante. 

Différentielles des fonctions implicites, tant pour le premier ordre que pour les 
ordres supérieurs. 


Formules analytiques pour la détermination des tangentes et des normales aux 
courbes planes ou tracées dans l'espace, de leurs asymptotes, etc. Des plans 
tangents et des normales aux surfaces courbes. 

Théorie des différents ordres de contacts des courbes et des surfaces. 















PROGRAMME DU COURS D’ANALYSE (1823-24) 


II* ANNÉE 


Détermination de quelques intégrales définies; exemples de leur détermination. 

Intégration des équations difTérenticlles du premier ordre. L'intégrale générale 
d'une semblable équation renferme une constante arbitraire. Recherche du facteur 
propre i rendre l'équation intégrable. 

Intégrale de l'équation linéaire et de l'équation homogène du premier ordre. 

Solutions particulières des équations différentielles du premier ordre, déduites 
de l'intégrale générale par la variation de la constante arbitraire. Intégrale générale 
et solution particulière de l'équation 

y = xf + FO-'), 

dy 

dans laquelle >*' = — • 

Intégration des équations différentielles d'un ordre quelconque. Nombre des 
constantes arbitraires qui doivent entrer dans l'intégrale complète d'une équation 
différentielle. 

Théorèmes relatifs i l'intégration des équations linéaires d'un ordre quelconque; 
application au cas des équations À coefficients constants, avec un dernier terme 

Intégration des équations simultanées du premier ordre. 

Intégration par séries des équations différentielles. 

Notions analytiques les plus simples du calcul intégral aux différences partielles. 
Intégration de l'équation linéaire du premier ordre. 

Éléments de la méthode des variations. On ne traitera que les intégrales qui 
contiennent le premier coefficient différentiel de la fonction. Application au pro¬ 
blème de la plus vite descente et aux isopérimètres entre deux points fixes. 
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équations différentielles ordinaires 



















